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Qammlung Qchubert 



umfasst alle Gebiete der Mathematik in einheitlich 
angelegten, systematisch sich entwickelnden Einzel- 
darstellungen, welche streng- wissenschaftliche Grund- 
lage mit leichtfasslicher Ausdrucks weise verbinden. 
Die einzelnen Lehrbücher sind somit nicht nur für 
den Mathematiker von Interesse, der in Fächern, 
die nicht zu seiner Spezialität gehören, sich unter- 
richten oder auch nur nachschlagen w\\\, sondern 
eignen sich auch ganz besonders für das Studium, 
behufs Einführung in das betreffende Gebiet. Dabei 
wird den Anforderungen der Praktiker, der l'ech- 
niker wie Naturwissenschaftler, in weitestem Masse 
Rechnung getragen. 



Ausführliche Prospekte durch jede BuchlianilEung oder direkt von 
der G. J. Göschen'schen Verlagshandlung in Leipzig. 
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I. Abschnitt. 

Koordinaten. 

% 1. Das rechtwinklige dreiachsige Koordinaten- 
system. 

Als einfachstca Koordinatensystem im Raum dient die 
Zusammen Rtellung; dreier Ebenen, welche zu je zwei auf- 
eiaandpr senkrecht stehen (Fig. 1). Jeder Punkt P des 
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Raumes bestimmt seine 3 Abstände von den drei Ebenen, 
bezw. deren Mafazahlen in Bezug auf die (beliebige, aber 
feste) Längeneinheit. Die Ebenen selbst heifsen Koordi- 
natenebenen; ihr Schnittpunkt 0; Anfangs- oder Null- 
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2 I- Koordinaten. 

paukt oder Ursprung. Die Geraden, in welchen, sich je 
2 Ebenen schneiden, sind die Koordinatenachsea, sie 
werden als x-, y- und z-Achse bezw. Abaeissen-, Ordinaten- 
und Höhenachse unterschieden, die Ebenen gelbst werden 
als: xy-, yz-, zx-Ebene oder kürzer als z-, x-, y-Ebene 
bezeichnet. Damit umgekehrt jene Abstände bezw. ihre 
Mafszahlen den Punkt bestimmen, ist in Bezug auf jede der 
Koordinatenebenen eine Unterscheidung der beiden Teile 
nötig, in welche sie den Raum teilt (oben und unten, vorn 
und hinten, rechts und links). Diese Unterscheidung ist ge- 
troffen, sobald wir auf jeder der Achsen wie in der Ebene 
die beiden Richtungen, welche vom Nullpunkt ausstrahlen, 
durch -\- und — - unterscheiden. 

Es würde ohne diese Unterscheidungen SPunkte geben, für 
welche die Abstände dem absoluten Betrage nach gleich wären, 
entsprechend den 8 Fächern, in welche die drei Koordinaten- 
ebenen den Raum teilen. Die so mit Vorzeichen verseheneu 
Mafszahlen der Abstände sind dann Koordinaten des Punktes 
im Sinne der Definition S. S. VIII S. 1, sie können als parallele 
Strecken zwischen parallelen Ebenen (Fig. 1) auch auf den 
Achsen selbst gemessen werden, so ist OÄ = P, P = Xp; 
OB^-PjP = yp; OC^PsP^Zp. Die Punkte P^ ete. 
sind die Projektionen des Punktes P auf die Koordinaten- 
ebenen, die Punkte A, B, C, die auf die Achsen. 

Die Koordinaten des Punktes P können auch, nachdem 
auf den Achsen die positiven Richtungen festgelegt sind, 
definiert werden als die Strecken, welche von den Achsen 
durch Ebenen abgeschnitten werden, welche durch P den 
Koordinatenehenen parallel gelegt werden; z. B. wird die 
Koordinate x ^=^ A abgeschnitten durch die Parallele zur 
x-Ebene: PPjAP,. 

Das eben bestimmte Koordinatensystem heifst: recht- 
winkliges, dreiachsiges Koordinatensystem. Man legt 
jetzt mit Rücksicht auf die Elektmitätslehre die Achsen wie 
in Fig. 1, so dafs wenn man eine Sehraube von -^n nach 
-j" y dreht, sie auf -j- z vorwärts schraubt (Rechts-Schrauben- 
system). 

Aufgabe 1. Wo liegen die Punkte, für welche z^o, 
wo diejenigen, deren z<;o? [im vordem Halbraum, bezw. 
im hintern Halbraum]. 

Aufgabe 2. Wo liegen die Punkte, deren y=0 ist? 
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§ 1. Das rechtwinklige dreiachsige Koorcünatensyatem. g 

Aufgabe 3. Unterscheide die 8 Oktanten, in welche 
der Kaum durch die 3 Koordinatenebenen, bezw. die drei 
Koordinatenachsen geteilt ist. 

[iH-x, +y, +z;Il{ + x,+y,-z;m{ + x,-y, 
+ z; IV (-X, +y, +z; V {^x,-y,-z; Vl{-x, -y, 
+ z; VII { — x, -f-y, — z; YIII |-|-x, ~y, — z.j 

Aafgabe 4. Wie liegen die um 4 abstehenden Ok- 
tanten, z. B. I und V, III und VII, zu einander ? 

[Seheitelränme,] 

Aufgabe 5, Welcher Viertelraum ist die Smiime von 
II und VIT? 




Aufgabe 6. Welcher Viertelranm ist gekennzeichnet 
durch y^O, z^O. 

Aufgabe 7. Flihre die Betrachtungen des § 1 durch 
für ein sehiefwinkliges dreiachsiges Koordinatensystem. 

[Man bezeichnet gewöhnlich den Winkel, welchen -j-y 
mit -|-z bildet, durch A, den von -\-z and -f-x mit (i, den 
von -|-x und -\-'y mit v, aber auch mit (yz) ete. Die Punkte 
P^ etc. (Fig. 2) sind die Projektionen des Punktes P auf die 
Koordinatenebenen in der Richtung der 3. Achse, also z. B. 
Pj in der Richtung der x-Achsej. Werden die Winkel der 
Achsen nicht bezeichnet, so sind sie rechte. 
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4 I. Koordinatea. 

Aufgabe 8. Wo liegen bei beliebigom System die 
Punkte, welche die Koordinate x^=^^ haben, wo die Punkte, 
denen x ^ — 3 ist ? 

[Paxallelebene ?.m yz-Ebene durch ?]. 

Aufgabe 9. Wo liegen die Punkte, für welche y=5, 
z ;= — 3, wo die Punkte, für die x =^ a, y =^ b ist. 

[1. Parallele Kur x-Achse darch den Punkt . ? . . 2. Paral- 
lele zur z-Achse durch den Pnnkt x ^ttt-. a, y ^= b der x y-Ebene,] 

Aufgabe 10. Von einem Würfel liegt das Grundqnadrat 
ABCD in der xz-Ebene, das Deckquadrat im Halbranm 
y^O, die Koordinaten von A sind 5, 0, 7; die von C sind 
7, 0, 5. Bestimme die Koordinaten der übrigen Ecken. 

Aufgabe 11. In der xy-Ebene liegt das gleichseitige 
Dreieck ABC als Grundfläche des regelmäfsigen Tetraeders, 
das seine Spitze S in der Richtung von --j- z, bezw. — z 
hat. A ist i — 5, —10, 0; Bl 5, —10, 0; C liegt rechts 
vom Strahl AB; Koordinaten von S? 

Aufgabe 12. Achsen schief; i.^ /.i^v^^d", Auf- 
gabe wie Aufgabe 11, und A [5, 3, 0; B JO, 8, 0. 

Aufgabe 13. Wie Aufgabe 12, und A 1 5, 0, 0; 
B 55, 10, 0. 

Aufgabe 14. ;i = l30, «-=90, r.^90. Wie Aufgabe 11, 
und Äja^, a^, 0; B {\, b„, 0. 

Aufgabe 15. i. ^ QQ =1 fi = v. Ein Parallelepipedon 
hat zur Grundfläche die ßante ABCD, es ist A { 4, 1, 0; 
B ! 4, 3, 0; D {6, 1, 0; A' j 4, 1, 2. Koordinaten von 
B' C, D'? Besehaffeuheit der Seitenflächen? 



§ 2. Entfernung zweier Punkte, Ortsgleichung. 

Gegeben P { (x,, y^, z,) (kürzer P i ", . .) noch kürzer 
P i Xj, und es soll die Entfemnng r des Punktes P vom 
Nullpunkt (als absolute Länge) bestimmt werden. 

Es ist (Fig. 3) 

r^ ^ Vi + yi; OP^ ^ x? + z?; 
somit 

1) i'=4+j?+»i 
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§ a. Entfernung zweier Punkte, Ortagleichnng, 5 

Sieht man in dieser Gieichang r als featgegebene Zahl 
HO und ^i i y^ ; Zi i als einKeln betrachtet unbeschränkt variabel 
und nor der Besehränkung durch die Gleichung 1 nnter- 
worlen (waa durch Weglaesen der Marke 1 gekennzeichnet 
wird), so wird 1) erfüllt von allen Punkten, welche von 
die Entfernung r haben und niu- von diesen, fäomit ist 1), 
der man die Form s^-|-y'-l-^^ — r^^i^^^O geben kann, im 
Sinne von S. S. VIII § 11 die Gleichung der Kugel mit 
Centrnm und Radius r in Bezug auf ein recht- 
winkliges Aehsensyetem durch 0. 




Aufgabe 1. Die Entfernung i des Punktes P von 
zu bestimmen im System /, fi, i. 
Es ist 

r« = P| + y? — 2 Pg . y, cos P P, 
aber P^ = x? -|- z^ -f 2 x, z^ eos (xz) und OPjCosPPjO 
^= — [xj cos (xy) -|-z^ cos (zy)] weil die Projektion des ge- 
schlossenen Linienzugs OAP^O auf die y-Achse gleich 
Null ist (vgl. S. S. VIII § 10), also 

1 a) r^ :^ X, -|- yi -f- Zi 4" 2 y-, z^ cos X-\-2 z^ Xj cos fi 
+ 2xjy^ eos)'^9)(x^y^z^) = (p(Xi), 
und wenn man die Marken 1 wegiäfst, so ist 
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ß I. Koordinaten. 

la) die Gleichung der Kugel iu Bezug auf ein 
beliebiges dreiachsiges Koordinatensystem, dessen 
Anfangspunkt das Centrum ist. 

Aufgabe 2. Koordinaten der Punkte, deren Projek- 
tionen auf die X2-Ebene die Koordinaten x = 3, z^4 
haben, und deren Abstand von = 13 ist. 

Aufgabe 3. X^=fi = v = QO, x = y;=3Z = l; r==? 
Man sieht, dafs eine Gleichung zwischen den als variabel 
betrachteten Koordinaten f (x, y, z) ^ im allgemeinen eine 
nnendliehfach unendliche JMenge von Lösungen hat, und 
somit (wenn die Funktion stetig ist) eine Fläche darstellt. 
Zwei Gleichungen f— 0; 9) — haben eine einfach un- 
endliche Menge gemeinsamer Lösungen und stellen somit 
eine Linie dar, w^ schon daraus erhellt, dafs sie den 
Schnitt der Flächen f:=^0 und f/i = liefern. Drei 
Gleichungen haben eine endliehe Menge von gemeinsamen 
Lösungen und geben daher eine bestimmte Anzahl von 
Punkten (reellen und imaginären). So stellt die Gleichung 1) 
eine Kugel um mit Radius r dar, die Gleichung y^ -^ v;^ 
— r-^=0 einen Cylinder, dessen Achse die x-Aehae ist, 
dessen Querschnitt ein Kreis mit Radius r ist. 

Die Gleichung x ~ x^ = ist äquivalent der Gesamt- 
heit aller Punkte, welche von der yz-Ebene den Abstand 
x^ haben, d. h. sie ist die Gleichung der Parallelebene zur 
yz-Ebene im Abstand x^ (bei beliebigem System, wenn der 
Abstand in der Richtung der x-Achse gemessen wird). Die 
Gleichungen x — x^:^0; j — y^^O stellen die Gerade 
dar, in welcher sieh die Ebenen x ^= Xj und y = y^ schneiden, 
d. h. die Gerade P P3 der Fig. 1 bezw. 2. Und das System 
der drei Gleichungen x — x, =:; 0, y ~ yi ^= 0, z ~ Zj ^ 
liefert den Punkt P als Schnitt der betreifenden drei Parallel- 
ebenen la den Koordinatenebenen. Die Gleichung der xy- 
Ebene ist z ^^ 0, und wenn man die Gleichungen h (x y z) 
=: und z = kombmert, so ergeben sie eine Linie in 
der xy-Ebene, deren Gleichung h (x, y, 0) =; 0. Betrachtet 
man also z dauernd als 0, so hat man es wieder mit der 
analytischen Geometrie der Ebene zu thun. 

Aufgabe 4. Welche Fläche stellt die Gleichung x^-f"?^ 
4- (z — 0)^ = 1^^ dar. 

Man llherzeugt sich leicht, dafs jeder Punkt der Fläche 
vom Punkte C j 0, 0, c die konstante Entfernung r hat. 
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g 2. EDtfemaug zweier Punkte, Ortagleichnng. 7 

Aufgabe 5. Interpretiere (x — a)^-|-(y — b)^ = r^ 
Aufgabe 6, i, /^, v; interpretiere (x — a)--[-(y™b)^ 
+ 2 (X — a) (y — b) cos t- — r^ t^ 0. 
Aufgabe 7. z(y* — 2px):=0. 

Die Fläche stellt die xy- bezw, z-Ebene and den para- 
bolisehen Cylinder y- ^ 2 p x dar, also eine zerfallende 
Fläche dritten Gradea. 

Aufgabe 8. Interpretiere das System x--|~y^-j-z- = r'^, 
z = r — c. 

Aufgabe 9. x=^z {X, ji, v). 

Ebene, welche den Winkel }i halbiert und durch die 
y-Achse geht. 

Aufgabe 10. x-i-z = 0? 

[Ebene, welche den Nebenwinkel von ;;( halbiert und 
durch y geht.] 

Aufgabe 11. x^ + y^ ^^ J"-; y--|-z^^^r-? 
Da x^ — z^^O ist, und diese Gleichung das System 
der beiden Winkelhalbierenden (s. Aufgabe 9 und 10) dar- 
stellt, 80 zerfällt die SehnittkuiTe (vierten Grades) der beiden 
Cylinder in die beiden Ellipsen, In welcher jeder der Cylinder 
von einer der beiden Halbierungsebenen geschnitten wird. 
Macht man eine der Halbierungslinien von xz zur ju- Achse, 
80 sind die Gleichungen dieser Ellipsen 2 y^ -|- /*^ =" 2 r*, 
wo die y- und die /(-Achse die (plauimetrisehen) Hauptachsen 
sind. Die Veriükation ist mühelos. 

Aufgabe 12. Das Schnittgehilde der Kugeln x-'-4-y" 
+ z^ -- l-', x^ -f y= + (z — C)^ -= rl _ 

[Da flir die gemeinsamen Punkte k ^ ^ c, 8o ist das 
Gebilde zugleich der Schnitt einer der Kugeln durch die 

Paralielebene zur z-Ebene (d.h. xy-Ebene) im Abstände -g-; 

macht man die Parallelen zur x- und y-Ächse in dieser 



ij-Achse, so ist die Gleichung des Schnittgcblldes ^^ -f" if 

=^ r^ d. h. es ist ein Kreis. 

4 
Aufgabe 13. Die Fläche y=-[- z- ~x- = 0. 
(Die Gleichung ist äquivalent mit r- = 2x- und stellt 
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dalier den Kegel dar, welcher durch Umdrehung einer 
Geraden, die mit der x-Aehse den Winkel von 45" bildet, 
erzeugt wird. (Fig. 4.) 

Aufgabe 14. Die Gleichung des Kegels, welcher durch 
Umdrehung einer Geraden erzeugt wird, die mit -|- Z den 
Winkel von 60" bildet. 

Aufgabe 15. Schnitt des Kegels sub Aufgabe 13 und 
der Fläche y^ — z2 = 0. (Fig. 4). 




Aufgabe 16. Ebene, welche im Punkt der x-Aehse 
s :^ a aaf dieser senkrecht steht (System k fi v, kurz System l). 

[Fig. 5. Die Projektion des geschlossenen Linienzugs 
OxzMO aaf die x-Aehse ist 0, also: 

X -|- z cos ,w -|" y cos V = R.] 

Aufgabe 17. l, (t, v, die Fläche: 
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i' Paukte, Ortegleichiing, 



cos- (p 



wo ^/tj) für eos 'K etc. stehen. 

[Da nach Aufgabe 16 x-|- z/( -|-yf ^ u durch das 
vom Punkte P auf die x-Aehse gefällte Lot von der s-Ac!ise 
abgeschnitten wird, und die linke Seite nach Aufgabe 1 

gleich P^ ^ r'^, eo ist r'^ = s — i d. h. die Fläche ist 

cos' fp 
der Kegel, welcher durch Rotation der Geraden, weiche 
mit der x-Achse den Winkel <p bildet, um die x-Achse 
erzeugt wird. Man sieht auch sofort, dafs das Schnittgebilde 
der Fläche mit der Ebene, welche im Punkte x ^ u der 




cos cp 



X-Achse auf der s-Achse senkrecht steht, zugleich auf der 

Ebene und der Kugel um mit dem Radius ■ 

also ein Kreis ist. 

Aufgabe 18. Die Schnitte des Kegels Aufgabe 17 
und der Ebenen y =: 0, z = zu untersuchen. 

Aufgabe 19. Die FUlehe — + ^ + -- =1, System 
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[Die Fläche geht durch den Pankt A auf der x-Aclise 
X == a, B auf der y-Aehse y =^ b, C auf der z-Aehse z = c. 
Sind P^ { x^ . . und P^ { x^ . . . irgend zwei Punkte der 
Fiäehe, so ist — ^ -i- -|- ^ = 1, wo ^ = -^ j-- etc., 

4. h. der Punkt Q { | . . . liegt auch anf der Fiäehe, Q ist 
aber, wie aus den StreifensätKcn (vgl. aneh g 6) folgt, der 
Pankt, der die Strecke Pj P^ im Verhältnis l teilt, d, h. die 
Fiäehe hat die Eigenschaft, dafs jede Gerade, welche zwei 
ihrer Punkte verbindet, ganz in sie hineinfällt, d. h. die 
Fläche ist die Ebene ABC] 

Aufgabe 20. Die Punkte zu beatimmen, in denen die 
Ellipsen der Aufgabe H von der Gerade x = 0, z ^ 
getroffen werden, 

Aufgabe 21. Die Punkte zu bestimmen, die dem 
Kegel yä -[- z^ — x^ = 0, der Kugel j^ -\- z^ -\- s.'^ ^^ 2 und 
der Ebene x + y + z = 1 gemeinsam sind, 

Aufgabe 22. Die Punkte, die den Kegeln 
y--|- z* — x'^= 0, y- — z^ ^ :&^ =^ 0, und der Ebene 
X -)- z ^^ gemeinsam sind. 



§ 3. Der Strahl durch 0. 

Die Eiehtung des Strahls OP (Fig. 3) wird bestimmt 
durch die Winkel, welche er mit den positiven Zweigen der 
Achsen einschliefst, wobei die Winkel ^,0 «id <; 180 ge- 
nommen werden. Sie seien der Reihe nach «, ß, y, der 
Punkt P { X( . . . imd 01\ als blofse Länge betrachtet, 
gleich r. Es ist (Fig. 3): 

21 cos a = --^-: cos (t = -^; cos r = -'-; x, ^ r cos a; 
etc. 

Setzt man diese Werte in 1) ein, so ergiebt sieh die 
wichtige Relation: 

3) cos'^ ß + cos* ß -f cos'^ >• = 1. 

Diese Relation zeigt, dafs durch zwei Winkel, z. B. durch 
ö und ß bezw. deren Kosinus, der dritte Winkel bezw. sem 
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11 



Kosinus nicht völlig bestimmt ist. Dies ist geometriscli klar; 
tterselbe Wert von a bezw. cos a kommt allen Kanten des 
Kegels KU, der durch Umdrehung eines Strahls entsteht, 
der mit X den Winkel « bildet, desgl. bleibt ß für alle 
Kanten des betreffenden Kegels mit der Achse OY. Beide 
Kegel schneiden sieh, anfser wenn o + (S = + 90, in 
welchem Falle cos y ^ 0, y^^ 90" ist, in zwei symmetrisch 
zur xy-Ebene gelegene Kanten, deren Winkel mit OZ sieh 
zu zwei Keehteo ergänzen. Man sieht aber zugleich, dafa 
cos a, cos ß und das Zeichen von eos y hinreichen, um die 
Lage vonOP unzweideutig festzustellen; eos a, eos (5, cos y 
heifsen die Richtangskosiiiiis des Strahls OP. 




Durch r und die Winkel a ß , /wl'^chen deren 
Kosinas die Gleichung 3) besteht werden die Koordinaten 
und damit die Lage des Punktes P bestimmt Diese Orrcfsen 
liefern daher ebenfalls ein Koordinaten<<y8tem sie heifsen 
(S. S. Vni § 8) Polarkoordinaten In der Potentialtheorie 
nnd der Integralrechnung werden mit diesem Namen meist 
die sphärischen Koordinaten Linge Bieite Kui>;elradiUB 
bezeichnet; sie sind das älte&te bekannte Kurdmaten 
System. Nennt man die Breite bLZ« Dektniatun welche 
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von X- bis -)- -^ gezählt wird, <f und die Länge S- 

(Rektaseension), so niifst die Länge den Neigungswinkel 

zwischen dem beweglichen und festen (Normal-) Meridian, 

die Breite bestimmt den Parallelkreie, Wir haben (Flg. 6) 

y = r sin ip; x^r cos (p cos ö-; z ^r cos 91 ein #. 

Bestimmt das gewöhnliche System den Punkt durch den 
Schnitt dreier den Aebsenebenen parallelen Ebenen, so wird 
bei Polarkoordinaten der Punkt bestimmt durch den Schnitt 
einer Kugel um mit zwei Rotationskegeln, deren Spitze 
ist, und der durch das Zeichen von eos y festgelegten 
gemeinsamen Kante; beim sphärischen System ist der Punkt 
bestimmt durch eine Kugel, den Meridian und den Parallel- 
kreis bezw. durch die Kugel, den Meridian und den Kegel, 
dessen halber Offnungswinkel die Breite ist. 

Aufgabe 3S. Bestimme einen Punkt durch seinen 
Abstand von der xy-Ebene and durch die Polarkoordinaten 
seiner Projektion auf diese Ebene (Cylinderkoordinaten). 
Sind die drei Richtungskosinus eines Strahls nicht selbst 
gegeben, sondern drei Zahlen, 0, p, q, denen die Kosinns 
proportional sein sollen, nnd ist ^ ^ cos o, p ^ J. cos /S, 
q = >, eos y, so ist nach 3) 

Wird der absolute Betrag der Wurzel | X \ mit w be- 
zeichnet, und mit £ wie gewöhnlich + 1, d. h. Vi, so ist 
^ ^ew. Man erhält daher zwei entgegengesetzt 
gerichtete Strahlen P und OP', entsprechend den 
beiden Systemen 

, 

eos ß = — .... cos a' ■-= — — 

w ' w 

Die drei Zahlen 0, p, q bestimmen also den Strahl OP 
nicht, wohl aber die gerade Linie POP'. 

Da jede Gerade g mit den Achsen dieselben Winkel 
bildet, wie eine durch o zu g gezogene Parallele, so ist 
die Richtung jeder Geraden g bestimmt durch drei Zahlen 
0, p, q, denen die Kosinus der Winkel proportional sind, 
welche g oder eine ihr parallele mit den positiven Zweigen 
der Achsen bildet. Man kann 0, p, q ansehen als die 



y Google 



§ 3. Der Strahl dui'ch 0. 13 

Koordinaten eines (Richjungs-) Punktes P, dessen Abstand 
von gleich w ist; die Gerade g ist dann parallel OP, — 

Die Grleichung 3) läfst sich geometrisch interpretieren, 
Nach einem Elementarsatz der Stereometrie ist die Projektion 
Fp eines ebenen FlächenstUcks F auf eine Ebene, welche 
mit der eignen den Neigungswinkel i bildet, gleich F cos i. 
Der Neigungswinkel zweier Ebenen ist aber gleich dem 
ihrer Lote, also liefert 3) den Satx: 

Das Qnadrat einer ebenen Figur ist gleich der 
Summe der Quadrate ihrer Projektionen auf die 
drei (senkrechten) Koordinatenebenen. 

Aufgabe 1, Welchen Winkel macht eine Haupt- 
diagonale eines Würfels mit jeder der Kanton, die sie 
schneidet. 

cos ß = cos S ^ cos r: cos « = —-— ; o; = ? 

Aufgabe 2. Die Strahlen zu bestimmen, welche mit 
4- X nnd -j- y den Winkel von 60" einschliefsen. 

[cos-?' — -S-; ^1=45*, y^ — 90* -|- 45*' ; geometr. 

Satz? Höhe eines gleiehseh, sphär. Dreiecks, von dem die 
Sehenkel 60", die Basis 90" ist] 

Aufgabe 3. Die Richtungskosinus einer Geraden sind 
den Zahlen 3, 4, 12 proportional, welche Winkel schliefst 
sie mit den Achsen ein, und welchen, wenn o p q gleich 
7, 6, 2 sind? 

Aufgabe 4. Wie Aufgabe 3; o, p, q sind proportina! 
a — 1; a; a(a— 1) und cos ß gleich 1. 

Aufgabe 5. Wie Aufgabe 4; ß gleich 60". 

Aufgabe 6. Ein Punkt hat die Länge 120*, die Breite 
45". Wie verhalten sich seine gewöhnlichen Koordinaten? 

Aufgabe 7. Die Gleichung einer Ebene ist — h^H — 

^= 1. Welchen Abstand n hat sie vom Nuüpuukt? 

[Nach der Bedeutung von a, b, c aus Aufgabe 19 § 2 
ist Fig. 7 : a cos ß = n =^ b cos (f := c cos y, also nach 
Formel 3: 

1 1,1,1 
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I. Koordinaten. 



Aufgabe 8. Die Gleichung einer Ebene, wenn sie 
vom Punkt den Abstand 0'^=^n hat, und dies Lot mit 
den Achsen die Winkel «, ß, y bildet. 

Aus Aufgabe 19 § 2 bezw. Aufgabe 7 folgt: 
X coB K -|- y cos ß-\-'^ cos y- — n =^ 0. 

Aufgabe 9. üie Aufgalie 7 (ihne die Aufgabe 19 § 2 
zu lösen. 




abCf 

und Abc* nach dem Satz, der die Formel 3) interpretiert, 
gleich A B^ -|- A C^ -|- B C^ ; man kann auch umgekehrt 
die Formel 3) aus Aufgabe 7 ableiteu.J 

Aufgabe 10. Das Achsensystem i/t)', der Strahl 
OP macht mit den Achsen die Winkel a, ß, y; die 
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aufKnsuehen, 



Relation zwischen den 
welche 3) entspricht. 

[Die Aufgabe läfat sieh a) als Problem der sphärischen 
Trigonometrie fassen: Von einem Punkt P sind zwei seiner 
Abstände von den Ecken eines 
sphärischen Dreiecks gegeben, den 
Abstand von der dritten Ecke zu be- 
stimmen. Sei Fig. 8 A B C das Drei- 
eck, AP=:0, BP = p, CP--q, 
die Winkel n, v, w gleich BPC etc., 
so ist cos a = cos p cos q -j- sin p 
sin q cos u etc., nnd da u -f- v -^- w 
^4K, so ist 2 cos n cos v cos w 
-4- 1 = eos^ u -1- eos^ v + cos^ w, 
nnd damit die Aufgabe gelöst; aber 
auch b) mit Reniitznng von Auf- 
gabe Id § 2 und 7 § 3, wenn wir 
von einem beliebigen Punkt P J x, y, z 

des Strahles P die senkrechten Ebenen auf den Achsen 
konstruieren, und auf OP gleich n in P die senkrechte 
Ebene errichten, so haben wu- das System 

X -|- y cos V -|- z cos i-i^^Q cos a 

X cos '" -{-y -[-2, cos ?.== n cos ß 

X cos fi -\- y cos Ä 4' z = " cos y 

X cos ß -|~ y •^"S ^ -f- z cos ^ ^ n 

woraus sich durch Elimination von xyzn die gesuchte 
Relation ergiebt. 

[Für den mit der Determinantcnreclmung vertrauten, als 




1 



II l 



\a ß y 1 

wo Xfivaßy fUr den Kosinus der betreffenden Winkel 
stehen.] 

Aufgabe 11. Welchen Winkel sehiicfst die Höhe eines 
regelmäfsigen Tetraeders mit den drei Kanten durch ihre 
Ecke ein? 
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r eos a ^ cos j3 ^ cos y ^ t und cos l. etc, 
) giebt die Addition der drei ersten Gleichungen 
10 b) 2 (x -|- y -f- z) =^ 3 n t and dip dritte : 
t (x -j- y + '') ^ Jij also t^^-^ etc. 

Aufgabe 12. Den sphärischen Radius des Umkreises 
eines gleichseitigen sphäiisehen Dreiecks zu bestimmen. 

Aufgabe 13. Welche Winkel sehliefst ein Radius der 
umgeschriebenen Kugel eines reg. Pentagon - Dodekaeders 
mit den drei Kanten seiner Ecke ein? 



3 = — cos 72^ — sin 18^ 



_±(,A5_i)]. 



Aufgabe 14. Die Summe der Quadrate der drei Pro- 
jektionen einer Strecke auf drei unter einander senkrechte 
Ebenen ist gleich dem doppelten Quadrat der Strecke. 

[0 P Fig. 3, sin^ k -f sin^ /? -j- sin^ ;' ^ ?] 



§ 4. Zwei Strahlen. 
Es seien OP imd OP' zwei Strahlen, deren Richtnngs- 
kosinus a, b, c und a' . . . sind, und P und P' der Länge 

nach gleich 1 ; Dreieck POP' ist dann gleich -^ sin P P' 
==— sin v; seiue Projektion x. B. auf die zx-fjbene ist 
naehS.S.VIU S. 29 ^-^(ca' — ac'), somit liefert der Satz 
über die Projektion einer Fläche § 3 die Formel: 

4) sin^ v^ (ab'^a'b)'-|- (be' — b' c)° -|" t*^ ^' " c'a)^ 
Projiziert man den geschlossenen Linienzug der Fig. 3 

OAP3PO auf OP', so ist (S. S. VIII, § 10) die Summe 
der Projektionen Null und somit a cos a' -f- b cos ^ 
-\- c cos / — 00s V =^ 0, d. h. 

5) cos V ^^ cos a cos a' -\- cos ,9 cos (S' --|- cos y cos /. 
Sind P und P' zwei beliebige Punkte auf denselben Strahlen, 
und 10P|--r; |OP'|--r', so ist: 
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X = r cos a 



X =- r eos ö 



5a) 



xx'- l-yy'-fzz' 



Damit OP und OP' auf einander senkrecht stehen, also 
auch je zwei ihnen parallele Geraden g und g', niuCs 
V ^= 90" sein, eos v = 0, also ist (für rechtwinkliges System) 
die Bedingung daftlr, dafe irgend zwei Geraden, gleichgiltig, 
ob sich kreuzend oder sehneidend, auf einander senkreßht 
stehen: 

6) eos a eoa a' -f- los /? cos i -|- eo& y eos / = Ü, 
wo cos«; cos«'... die Eichtungsko&inus je eines der g 
und g' parallelen Stiahlen durcli 0, d h aber die ßichtun^- 
kosinus von g he/.w g sind 




Die Formel 4) giebt aufstr den Winkeln v und 
180 — V auch 180 4- V und 3fj0 — ^, die Formel 5) v ond 
360 — V, dabei ist aber vorausgesetzt, dafi jede der Geraden 
in einer bestimmten Richtung dur(,hlaufen vrird. 

Die Formel 5) ist i dentis üh mit der Grund- 
formel der sphärischen Irigonometrie, dem 
sphärischen Kosinussatz, 

Es sei Fig. 8a ABC das sphärische Dreieck, die 
Mitte der Kugel, r der Radius, OB die positive y- Achse, 
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OAB die z-Ebene und die Bezeiebnung der Seiten und 
Winkel die iibiiehe. 

Es ist für den Strahl A : Winkel ß^|- — cj/^^e; 

7 = 90. 

Die Koordinaten von C ergeben sich, da C e (die 

Breite) gleich-^ a und eOa (die Länge) gleich B als: 

x' = r sin a cos B; y' ^ r cos a; z' ^=^ r ein a sin B, 
somit haben wii für die Riohtnngskosinus des Strahls OC, 
da z. B. cos a' ^=-s' IT ist: 

cos «' = sin a cos E; cos ß' = cos a; eos y' =^- sin a sin B 
irnd für AOC oder b giebt 5) nach Vertausehung der 
Summanden ; 

7) cos b -- CüS a cos e -|- sin a sin c eos B, 
das ist aber der erweiterte Pythagoras auf der Kugel, 

Ist B = 90, das sphärische Dreieck rechtwinklig, so 
haben wir den T 



7 a) cos 1) = cos a eos e. 

Aufgabe 15. System k, . . . Strahl OP|a..., den 
Neigungswinkel YOn OP gegen die y-Ebene za bestimmen. 

[Die Aufgabe ist identisch mit der Aufgabe der 
sphärischen Trigonometrie, die Höhe aus den Seiten zu be- 
rechnen, sie kann mit alleiniger Hilfe der planen Trigonometrie 
und Formel 7 a) gelöst werden. Die Höhe sei h, der Höhen- 
abschnitt an A sei p, so ist cos e = eos h cos p; cos a 
= eos h cos (b — p) = cos h cos b eos p -^ cos h sin b sin p 

, / cos a — cos c cos b X"^ 

cos^ h = eos^ c + I — ___„_„_ I - 

' V sm b / 

. , sin^ sin^ b — (eos a— eos e cos b)" 

"~ sin^ b 

Der Zähler von sm^ h werde 4d^ genannt; so ergicbt sich 
durch die gewBhnlichsten Umformungen die wichtige Relation 

7 b) 4 d^ =:^ 4- sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — ■ c), 
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wo h wie seit Fulei ubheh den hilben Lmfaii^ des Drei- 
ecke bezeichnet ileo 

Bin h — 2 d sin ]■ 

Da OS a — 01 c eos b nath 7j gleich f>iii b sin i t )s A, so ist 

siQ h ;= sin e "-in A und 

"(1 2d ^ sin b «m L sin A &m a mu A — siu b : sin B 

:^ Bin c "^in C d 1 der Smussitz im sphärischen Dreieck. 

Man llberzengt sich leicht dafs 
4 d* = 1 — eoa a — cos b — cos c -^ 2 cos i los b eoa c 

identiiith ist mit dem gemeinsamen Nennei der Crröfsen 
X, y B welche das Gleiehungssj atem 

X -]- \ cos c 4" ^ o** ^ — P 

X cos c -j- y -\- •/, cos a ^ q 

X cos b -[- y cos a -j- '■ ^=t^ 

ergiebt. 

§ 5. Zwei Punkte und ihre Verbinüungsiinie. 

Es seien P^ { Xj . . . P^ { x.^ . . . irgend zwei Punkte, man 
ziehe durch P, die Parallelen zn den positiven Achsen, so 
wird dadurch das Koordinatensystem parallel verschoben, 
die Koordinaten von P^ in Bezug auf das neue System 
seien §3, %, ^3, so ist z.B. *Js=ya — y,- Die Winkel, 
welche der Stoahl P^ P^ mit den . neuen positiven Achsen 
einschliefst, sind dieselben, welche er mit den alten ein- 
sehliefst. Die Fig, 3 bezw. die Formel 1 gieht dann, wenn 
r die Länge von Pj P^ bezeichnet 

8) r* ^ (X, - x,)^ + (y, — y,)^ H- (z, - z,} 
und für die Riehtungen erhält man: 



Sieht man in 8) r als fest an, desgl. den Punkt P^, 
jegen x^,, y^, z^ als einzeln betrachtet, variabel und nur 
der Bedingung 8) unterworfen, so wird S) von allen Punkten 
erfüllt, welche von Pj die Entfernung r haben, und ist so- 
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I. Küordinatea. 



mit die Gleichung der Kugel, welche um P, mit dem 
Radius r geschlagen ist (tiir rechtwinkliges System). 

Aufgabe 1. Die Entfernung der Punkte P, und P^ 
zu bestimmen, wenn das Äehsensystem i. gegeben ist. 

[Die Fig. 9 kann für die Parallelverschiebung dea 
Systems l^v dienen und Formel la) giebt dann, wenn fUr 
I etc. wieder x^ ™ x^ etc. gesetzt wird: 

8a) r^ - (X, - x,)^ + (y, - J,)' + (i^. - hf 
+ 2 {y^ — y,) {Zg — z,) cos ;i + . . . = r/. (x, — x^) 




und dies ist also die Gleiehong der Kugel für be- 
liebiges dreiachsiges Koordinatensystem, wenn P, 
das Centrum, r der Badius. Ist x^ ■ — x^ = r a, y^ — y^ =: r b, 
Zj — z^^i=rc, so ist, da die Funktion (/i homogen, (p{B.,h,c) = \. 

Aufgabe 2. Die Formel 8a) aus der JMg. 9 abzuleiten. 

Aufgabe 3. Die Formeln 5) mittelst 8) abzuleiten. 

[Macht man 0P = 1, 0P'---^1, so ist 2 cos v^OP^ 
_]_0 P'- — PP'^ und da P j cos k . . . P' 1 cos a', so ergiebt 
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sich 5) Bofort, desgl. 5a), wenn P und P' zwei beliebige 
Punkte auf den Strahlen sind.] 

Aufgabe 4. Den Winkel zweier Strahlen, OP und 
OP', für das System /. ete. abzuleiten. 

[x^ -|~ x'^ -j- 2 z y cos i.-\-2-/ y' ms l . . — (x' — x)^ 
~ 2 (y' — y) (z — z) cos l . . . .] 

f--- + (y z' + gy') cos k 



5b) cos V - 



X (x + yv + Zft) + . 



Aufgabe 5. Die Bedingung, dafs zwei Geraden y und 
und y' mit den Richtungskosiuus «... und «' . . . aufeinander 
senkrecht stehen, für das Aehsensystem l durch die Kichtimgs- 
koeinus auszudrucken. 

[Fig. 3, Pj sei ij, der Winkel P^ P sei v, dann ist 
nach dem Sinussatz: y sin /? = ij sin (v -|- ß) oder y :^ ij eos 
T + »; sin V ctg (?. P sei r, dann ist mittele des Sinussatzee 
y = ij cos V -"j-- r cos ß\ also (vgl. Aufgabe 16 § 2) y -|- ^ 
cos v-\-z eos J. = r cos ß, lassen wir der Kürze halber das 
Kosinuszeiehen weg, so haben wir das System 

9a) X -fyi' + zju^ra 

xr + y +z;.:=r^ 

x^+yA + z ^ly 

hieraus s. : i = [a (1 — X^) -^ ß (/* l —- ■») ~\- y {i- v — ft)] : i ä^ 

wird der Ausdruck «wischen den eckigen Klammern kurz mit 

A (bezw. B, C) bezeichnet, so ist die gesuchte Bedingung: 

9b) («'A + /J'BH-/C = 0--«A' + ^B'-j-3'C' 
wo z. B. : C = sin v{ya\nv^a sin J. eos y — ;? sin fi eos x), 
wo z. B. x der Winkel ist, den die y- und die z-Ebene 
miteinander bilden. 

Aufgabe 6. Welchen Wert hat 4d^, wenn l = i^^=v 
= 90", und welchen, wenn 1:=^ ft^^v := &0'*. 

Aufgabe 7. Gegeben die Punkte P^P^ und ein 
Strahl durch P^, der mit P^P^ den Winkel tp bildet, die 
Gleichung des Kegels, der durch Kotation des Strahls um 
die Achse P, Pj entsteht; P, P^ = e, P, P = r. 

10} cosy^ '^-^^<^"^> + --- 
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und in rationaler Form die gesuchte Gleichung' 

[(Xj — Xj) (x — x^) -j- j^ — cos^ (p e- r^. 

Aufgabe 8. Bedingung dafür, dafs der Strahl P^ P 
auf Pj P^ senkrecht steht. 

10a) (X,— x^) (x — Xj) + . . . -- 0. 

Aufgabe 9. Wie Aufgabe 8, System >. ... [vgl. 5b, 
wo an Stelle von x, x' die Differenzen (xj — x^) ete. 7m 
setzen sind.] 

Aufgabe 10, Von einem gleichseitigen Dreieck ist 
A ! 1, 2, 3, B { 5, 5, 15. Die Ecke C hat die dritte Koor- 
dinate 10, C zu bestimmen. 

8) giebt far AB den Wert 13, dann liefert 10) die 
Gleichung 4 x + 3 y = 10, 5; als dritte Gleichung darf nicht 
10) auf B angewandt werden (warum nicht?), sondern 
man mufs ausdi-Ucken, dafs C auf der um A (bezw. B) mit 
dem Radius r geschlagenen Kngel liegt; man erhält, wie a 
priori klar, zwei Wertsysteme. 

Aufgabe 11. Die Spitzen der 4 durch ABC der Auf- 
gabe 10 bestimmten regelmäfsigen Tetraeder festzulegen. 

Aufgabe 12. Von einem Würfel ist die Grundfläche 
ÄBCD, AtlO,0,0; B{10,0, 5; DU3,y„ z,; die Koor- 
dinaten der Ecken zu bestimmen, wenn J^ > o, 

Aufgabe 13. Wie Aufgabe 12, nur BllO, 15, 8. 
Aufgabe 14. Von einem regulären Oktaeder hat das 
Mitteiquadrat die Koordinaten A B C D wie in Aufgabe 12 
bezw. 13 die Koordinaten der Spitzen zu bestimmen. 

Die Gleichungen 9) stellen bei der Annahme, dafs der 
Punkt P^ fest sei und ebenso cos «^ etc., dagegen r und 
damit der Punkt P^ variabel den Strahl Pj P^ dar; Mst 
man für r auch negative Werte zu, so erhält man in 9) 
die Gleichung der Geraden, welche durch P^ geht und 
deren Richtung durch die Winkel, weiche sie mit den Achsen 
bildet, bestimmt ist. Wir können diesen Gleichungen die 
Form geben: 

11) x:=^ x^-]-r ooso; y = y^ -j- r cos (S: z ^ z, -|- r cos ;' 
wo r, die Entfemnng des laufenden Punktes vom festen 
Punkt P^, als Parameter dient. Die Gleioiiungen 11) lassen 
sich auch seh reiben: 
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§ 5, Zwei Puukte und ihre Terbinanngsliuie. 23 

^ — ^ 1 ^ y — y. ^ l:^k.. ^ r 

cos ß eo9 fi cos y 

und wenn o, p, q drei Zahlen sind, die den drei Kosinus 
proportional, so hat man in 

IIa) ^-x. _ y-y. ^ z-^. ^ 

' p q 

Die Grleichnngen der geraden Linie, welche 
durch P^ geht, und deren Richtuogskosinus den 
Zahlen o, p, q proportional sind. 

Aufgabe 15. Die drei in IIa) enthaltenen Gleichungen 
geometriseh xu interpretieren. 



der y-Ehene gelegt ist ete., also bestimmt IIa) die 
Gerade durch ihre Projelitionen auf die Ko- 
ordinatenebenen.] 

Aufgabe 16. Was wird aus dem System IIa) bei 
beliebigem System J. . . . ? 

[Wir hatten (vgl. Aufgabe 5) y — yj = ^^.-^-"ti^- 
etc. und wenn - 



Zahlen, die diesen Faktoren proportional sind, so bleibt 
das System IIa) für beliebiges Achsensystem als 
Gleichung der Geraden bestehen und ebenso die 
Interpretation in Aufgabe 15. 

Aufgabe 17. Die Gleichungen der Geraden, welche 
durch Pi j 1, — 1, 1 geht und mit den Achsen die Winkel 
60», 45", 60» bUdet. 

Aufgabe 18. ^ = ^u = v ^ 108", die Gleichung der 
Geraden, welche durch geht und mit den Achsen gleiche 
Winkel bildet, und ihre Winkel mit den Achsen zu be- 
stimmen (vgl. 13 § 3). 
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§ 6. Die Teilung dei* Strecke. 

Betrachtet man bei beliebigem Koordinatensystem 
die Strecken AB und einen Punkt P, der sie im Verhältnis 
X teilt, wobei (S. S. VIII, S. 31) 'L negativ gesetzt wird, wenn 
P innerhalb, und positiv, wenn P aufseihalb der Strecke'A B 
liegt, so geben die Streifensätze (Fig;. 10), wenn A { x^ , . . 



12) 



~;lx. 




Insbesondere ist fUr die Mitte M von AB die Zahl i 
gleich — 1 und 

12a) ..= i±i,.... 

FUr i =- ist P { A, für l gleich + 1, { J3 (S. S. VUI, 
S. 31) und für X = -j- co, soll P mit B zosammen fallen. Was 
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in S. S. VIII über die anharmonisehe bezw. harmonische Ke- 
aiebting gesagt ist, behält Gültigkeit, nur dafs z. B. zu den 
Formeln 12 § 4 noeii für die dritte Koordinate hinzukommt: 

13) (z,+z,}(c+n=2 (z,7^+en. 

Eliminiert man X zwischen den Gleichungen 12), so er- 
halten wir (vgl. S. S. VIIT, S. 33; 5) in 



U) 


X — x^ y — yi z — Zj 


i!-::, fi— y, '. — ^1 


1. in 




14«) 


X — X. y — y- _ z — z. 



x^ — s, y^ — yi »2 — Zi 

die Gleichungen der geraden Linie, welche durch 
die Punkte A und B geht, für beliebiges Koordinaten- 
system. 

Aufgabe 1. Die vier Schwerlinien eines Te- 
traeders schneiden sich in einem Punkt, der sie von 
den Ecken ans im Verhältnis 3 ; 1 teilt. 

Es seien A, B, C, D die Ecken, deren Koordinaten durch 
die Marken 1 bis 4 unterschieden werden; der Schwerpunkt 
C, von E CD ist (S. S.VHI, S. 32v) [{x^ --I-Xg -f xj ^; . . . . 
es sei S der Punkt der Ä g^ von A aus (innerhalb) im Ver- 
hältnis / ^ — 3 teilt, dann ist nach 12) 

Der Punkt S iet also (S. S. VUI, S. 32) das Centrum 
der mittleren Entfernungen der Punkte ABCD. 

Aufgabe 2. Die drei Verbindungslinien der 
Mitten der drei Paare gegenüberliegender Kanten 
eines Tetraeders schneiden sich im Schwerpunkt. 

I Die Mitte von A B ist { ^^'^^ . . ., die von G D {--^^ ■ ■ -, 

die Mitte der Verbindungsstrecke nach 12) , ■ * • ■ • 

d. h. S.] 

Aufgabe 3. Das Centrum der mittleren Entfernung 
einer Konüguration von n Punkten teilt die Linien, welche 
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die Ceiitren der mittleren Entfernung jeder in ihr enthaltenen 
Konfignration von [n — 1) Punkten mit der freien Ecke ver- 
bindet, von dieser aus, im Verhältnis — (n — 1). 

Änfgahe 4. Die vier Hanptdiagonalen eines Würfels 
sehneiden sieh in einem Punkt, dem Centrum der mittleren 
Entfernung der acht Ecken. 

pie vier Ecken A B C D des Grundqnadrats können 
.gesetzt werden A{ 0,0, Ü; B | 0,0,1; C {1,0,1; D {1,0,0, 
die vier darUberliegenden des Deekquadrats A'15'C'I): 
A' 10,1,0; B' |0, 1, 1; C [l, 1, 1; 1> 1. 1,1,0; dann ist die 
Mitte M von A C { ^, ^, J.] 

Anfgabe 5. Der Satz sub Aufgabe 4 gilt für jedes 
l{h omb enhexaeder, 

Aufgabe 6. Die Aufgabe 4 für beliebiges reeht- 
winküges System zu lösen, 

A {x,;Bl x, + Sß; C{x^+Sß + 8«'; D[x,-f-aft'; 
A'{xi+s«"; B'ixj-f Sß + sa"; C'|xj + sa + sci'+8ö"; 
D' |Xj + sa' + 8«". 

Die Mitte von AC'j^^, die Mitte von BD'!"-- ete. 

Auch dieser Beweis gilt für beliebiges Rhombenhexaeder und 
beliebiges Koordinatensystem, nur bedeutet s ev. nicht mehr 
■die Seite und die a nicht die Richtungskosinus. 

Aufgabe 7. Die drei Achsen eines regulären Oktaeders 
sehneiden sich in einem Punkt, dem Centrum der mittleren 
Entfernungen der sechs Ecken. 

[Die vier Ecken des Mittelquadrats haben die Koordinaten 
■wie in Aufgabe 6. Die Spitaen 3 und 5 haben die Ko- 
ordinaten x^ -|~ 3 A , . ., x^ + s ^', wo f. und l' durch die 
Gleichungen a'/.-\- ßfi-^ yv = {; a k' -\- . . = {; a'k-\^.. 
= -^; a'V -|- . . = ■^ oder /.*-(-■■ = 1; ^'^ + = 1 bestimmt 
•werden, aufserdem ist aa' -\- ßß' -\- yy' = 0. Da das 
System, welches die l. als Funktion von «,«'... bestimmt, 
■dasselbe ist wie das, welches die «,«'... als Funktion der 
Ijl' ... bestimmt , so ist XI' -\- ^}t' -\-yv' ^<d und daraus 
folgt [(o + oO-(i + i')]'^fp-f «-(,.+(.■)]■ + (?+/) 
— (j'-j- Z)]^ =:0 also a ^ a' ^ X -\- V etc., also die Mitte 
-M von S S' I der Mitte von A C { der Mitte von B D.J 
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Aufgabe 8. Denkt man sich die Punkte A, B, C etc. 
mit den Massen m^, m^ ete. ausgestattet, so heifst der Punkt 

S {— — - ~ ete. der Schwerpunkt des Systems der Massen- 

l l-nik 
punkte A, B, C etc., und wir haben den Satz (vgl. Aufgabe 3): 
Der Schwerpunkt eines Systems von n Massenpunkten ist 
der Schwerpunkt des Systems der Schwerpunkte aller Kon- 
figurationen von (n — 1) Massenpunkten. 

Aufgabe 9. Gegeben sind n Massenpunkte; die Ge- 
raden, welche einen Massenpunkt mit dem Schwerpunkt der 
übrigen (n — 1) Punkte verbinden, sehneiden sich im Schwer- 
punkt des Systems. 

Aufgabe 10. Zu beweisen; Die Punkte 2, i, 6j 4, 6, 2; 
1, 3, 8; liegen in einer Geraden. 

Aufgabe 11. Die Geraden, welche die Mitten der 
gegenüberliegenden Seitenflächen eines Würfels verbinden, 
schneiden sich in Einem Punkte (vergl. Aufgabe 6). 

Aufgabe 12. Die 6 Mitten der 6 Seitenflächen eines 
Würfels sind die Ecken eines regulären Oktaeders. 
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H. Abschnitt. 

Ebene und Gerade. 

§ 7. Die Ebene. 

Die Gleichung der Geraden P^ Pg hatten wir in den 
Formeln 14), sei jetzt P^ ein Punkt aufserhalb der Geraden 
l^Pj und Ä|sa irgend ein Punkt auf der Geraden PiPg, 
bestimmt durch das Verhältnis der Abschnitte der Strecke 
P^Pj nach 12). Dieselbe Formel gieht dann für irgend 
einen Punkt P j x auf der Geraden P^ A : 

Xj — X X., , , 

x^ — ^7"- ; analog y und z 



Xj— ^x^ — J.'(l-- ^)x, 



Setzt man X' (1 — A) ^ ^t, so 



15) 



1 - 

und dieser Gleichimg läfst sieh die Form geben 

loa) X -^+j+y— 

Indem man l und ;i bezw. «, ß, y als Parameter an- 
sieht, welche die Werte von — t» bis -|- co durchlaufen, 
erhält man alle Punkte der Ebene P^P^Pg. Die Gleichungen 
15) bezw. 15a) sind also die Uieiehnngen dieser Ebene 
mittelst zwei Parametern. Eliminiert man Kwischen den drei 
Gleichungen 15) die Zahlen / und y., so erhält man als 
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§ 7. Die Ebene. 29 

Gleichung der Ebene bei beliebigem Koordiiiaten- 
«ystem die lineare Form 

16) ax-f by+ez + d--0, 

wo die Konatanteü a, b, c, d Funktionen der Orte P^jP^iFj sind. 

Aufgabe 1. Die Gleichung der Ebene, welche durch 
die Punkte 0, 0, 1; 1 0; 1, 0, 0; gebt, 

X -j- y + 2 ^= 1, Verifikation durch Vergleich mit Auf- 
gabe 19, § 2.] 

Aufgabe 2. Die Gleichung der Ebene, welche durch 
die Punkte 12 3, 23 1, 812 geht. Statt der Elimination 
Ton X und /( kann man auch folgenden Weg einschlagen. 
Die Gleichung bat die Form 16); da yergl. S. S. VIII § 11 
4ie Gleichung F (x, y, z) ^ äquivalent mit c J (x, y, z) ^ 
ist, so sind nur die Quotienten der Gröfsen a, b, e, d 
zu bestimmen, bezw. bleibt ein gemeinsamer Faktor i der 
Konstanten a b c d unbestimmt, bezw. wird gleich 1 gesetzt, 
wir haben: 

la + 3b + 3c-j-d = 

2a + 3b + le-|-d = 

;-ia + lbH-2c~|-d = 0. 

Durch Addition ergiebt sieh d als ^ 2 (a -j- b -|- c) oder 

— 2-X. Die Auflösung des Systems giebt: a^ — i"5~f 

61 QX 

dafs das System sich nicht ändert, wenn man a mit b, oder 
b mit c oder c mit a vertauscht, und kann daher ohne 
weiteres a^=b=^c = 6, d^= — 36 bezw. a :^ b = c = 1, 
d = — 6 setzen ; die gesuchte Gleichung ist also 

X + y -f z = 6, 
wie ohne weiteres z« verifizieren. 

Aufgabe 3. Die Gleichung der Ebene durch Aj 1; 2; 3, 
B|2;3; 1, CjO, 5; 1,5; 4. 

pie Konstanten nehmen die Form 0:0 an, sie werden 
unbestinmit; Grund? vgl. Aufgabe 10 § 6.] 
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Wir hatten schon gelegentlich der Äufgahe Nr. 8, § 3 
die Ebene bestimmt durch ihren Abstand von und die 
Richtungskoeiniis dieses Lotes; wir wollen diese Bestimmung 
wiederholen. 

Der Strahl OP der Fig. 3 habe die Kichtuiigshosinua 
coe a . . . Ist P ! X . . . und ist die Länge von P gleich r, so 
ist für jedes System P gleich der Projektion des Linien- 
zugs OAPjP, des sog. Koordinaten-Umrisses von P, 
auf OP also 

r = X cos a-^-y cos /5 -f- k eos y, 
für rechtwinklige Achsen ist diese Formel eine unmittelbare 
Folge von 1 und 2, für dies System ist cos- a -]- cos'^ ß 
-\- cos* y=^l, während für schiefwinklige die Beziehung 
durch § 3 Aufgabe 10 gegeben wird. 

Der Strahl OP bestimmt dnreh seine Lage die in 
auf P senkrechte Ehene e und P ist der Abstand des 
Punktes P von e. Verlängert man Fig. 11 OP über 
hinaus bis P' ! x' . ., so ist 

P' = x' cos a' -{- y' cos ß' -\- z' cos y' = — (x' cos a -J^ , . .} 
wenn wir aber den Gegensatz nnd die Lage des Punktes 
P und P' in BeKug auf e dadurch zum Ausdruck bringen, 
dafs wir den Abstand im ersten Fall positiv, im zweiten 
{|al! negativ setzen, so ist für den Abstand r' der Ebene e 
vom Punkte P' 

x' cos ß + y' cos /3 -|- z' eoe y = r'. 

Sei jetzt Q (Fig. 11) ein Punkt {£,.. auf derselben Seite 
von e wie P, und mut man von Q auf e das Lot QC und 
macht OP = CQ = q, dann ist OPQC ein Rechteck, PQ. 
steht auf OP gleich CQ senkrecht, und wenn wir das 
Achsensystem samt e parallel verscliieben, so dafs nach 
C kommt, e sich in sich selbst verschiebt, so geht P nach 
Q und die neuen Koordinaten von Q werden den alten 
von P gleich sein, (Axiom von der Gleichförmigkeit 
des llaumes). Sind die alten Koordinaten von resp. 
a, V, w, so ist r ^= X cos « -|- y eos ;tf 4^ z cos y^={^ — u) cos a 
-\-{i] — y) cos ß-\-{Z- — w) eos y, aber u cos « -|- v cos ß 
-\-v>' cos y -|- C eos 90 ist die Projektion eines ge- 
schlossenen Streckenzugs auf OP, somit gleich und also 
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a) u eo8 ß -|- V COS jS + w cos y^^ 0, 

b) X cos a -\- j cos ß -{- z cos y = ^ cos a -\- rj cos ß' 
-{-^ cos y = 'r = q. 

Liegt ein Punkt Q' \ |' mit P' auf deraelbeu Heite von e,. 
80 erhält man wieder 

|'BOs.' + ... = r' = ,', 
nur dafs in diesem Falle q' negativ ist. 

1 ^ . 




Sinu . X, y, z die Koordinaten irgend eines 

Punktes oder Ortes P, so ist 

X eos ff + y cos (9 -|- z eos y oder H (x y z) 
eine Funktion des Ortes P, welche den mit seinem 
Zeichen versehenen Abstand des Punktes P von 
der Ebene e darstellt. Auf der Ebene c selbst ist 
H(x,y, z} = 0, somit ist 

H =; X eos ß -|- y eos /S -|- ?. cos y ^ 
die Gleichung von t. 
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Die Seite von b, auf der P liegt, helfst die positive, 
weil die Fanktion H auf der Seite von P positiv vat, die 
von P' die negative, weil auf ihr H negativ ist, und diese 
Beziehungen sind nach dem Drobiseh-Möbiassehen Um- 
kehrungsprinzip amkehrbar. 

Da, nach Festsetzung des Zeichens, r denselben Wert 
hat für die Punkte der durch P zu c gelegten Parallel- 
ebene t; und nur für diese, so ist 

X coä a ^ y Qos ß -\- z HOS y ■ — r = 
die Gleichung von ij. Legt man durch P' zu e die Parallel- 
ebene ij'i 80 ist ihre Gleichung zunäehat 

X cos ß -|- , . . — r' = 0, 
diese Gleichung ist { mit x cos {n — «) — | r' | =^ 0, aber 
fc- — «... sind wieder die Winkel, welche OP' mit deo 
Achsen bildet, und | r' | ist die absolute Länge von OP', 
somit folgt: 

Für jedes Koordinatensystem kann die 
Gleichung jeder Ebene die Form annehmen: 

17) X cos K -|- y C08 ß -^7. cos Y — ^ n = 0, 
wo n die stets absolut genommene Länge der 
Normale von auf die Ebene ist, und a, ß, y die 
Winkel sind, welche diese Normale von aus- 
strahlend mit den Achsen bildet 

Die Form 16), kurz mit H bezeichnet, heifst die Heaae- 
aehe (Göpelaehe) Form oder die Normalform der Ebene. 
Setzt man in die Form H der Gleiehnng einer Ebene ij die 
Koordinaten irgend eines ortsfremden Punktes Q | x, . . . ein, 
so ist 

Ht| = X, eos a ~\- .. . — n 
die Summe der drei ersten Glieder giebt den algebraischen 
Abstand q des Punktes Q von der durch zu rj gelegten 
Parallelebene e; q ist sicher positiv nnd >.n, wenn e und 
Q an verschiedenen Seiten von i; liegen; Hq^q — n iat 
dann aach positiv und giebt den Abstand dea 
Punktes Q von der Ebene rj. Liegt Q zwischen r] und s, 
so iatH^^^q — n, aber n>>q, also Hq^ — (n — q}. Setzen 
wir fest, dafs Q in diesem Falle negativen Abstand von rj 
haben soll, so iat Hq = — (n — q) dieser Al)stand. Liegt 
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E zwischen Q und ij, so hat Q negativen Abstand von s ond 
es ist H(| = — q — n ^ — (q -|- n), Giebt man anch in 
diesem Falle dem Abstsrnd des Punktes Q, der absolut be- 
trachtet q -j- n ist, das Zeichen — , so ist Hg auch in diesem 
Falle der Abstand des Punktes Q von e. Man kann die 
Zeichenregel vereinfachen; Q habe positiven oder negativen 
Abstand von der Ebene 13 { H ^ 0, je nachdem Q und 
an entgegengesetzten oder gleichen Seiten von rj liegen. 
Alsdann haben wir den Satz: 

Hq giebt in allen Fällen den mit seinem 
Zeichen versehenen Abstand des Punktes q von 
der Ebene ij. 

Die Seite der Ebene, anf der der Nullpunkt nicht liegt, 
heifst die positive, die andere die negative. Dafs bei dieser 
Festsetzung von jeder Ebene, die nicht durch selbst 
geht, negativen Abstand hat, ist eine natürliche Konsequenz 
davon, dafs wir n stets positiv nehmen. Denn wenn wir 
P 0, das von anf die Parallelebene s gefällte Lot positiv 
nehmen, müssen wir OP, das Lot von auf ij, negativ 



Für den Fall, dafs die Ebene durch selbst geht, ver- 
sagt die Zeichenregel, doch läfst sieh auch dann die Fest- 
setzung so treffen, daCs H, den Abstand liefert. 

Aufgabe 4. Die Gleichung der Diagonalebenen des 
Würfels mit den Kanten 0A = 0B = 0C = 1 der Fig. 1. 

Aufgabe 5. Die Gleichung der Diagonalebenen des 
Ehomboeders mit den Kanten OA=:OB;;=iOC=^l, 
i = ^ = V =- 60; ;t = /( = i' = 45. (Fig. 2.) 

Aufgabe 6, Die Ebene, für welche OP -=-- 10, « = 30", 
ß^SO"; cos7>0. 

[Die Ebene ist imaginär, weshalb?] 

Aufgabe 7. ;c= fi = v = 45"; a=-ß=--r-y; OP^n 
= 1, Gleichung von ly. 

Aufgabe 12, § 3 giebt für c( = /y = j' = r, wenn 
i=^ = „=^? 

, l + 2cosb . , „ , . „, 

cos r = — ^ — ^ , wir erhalten also Kwei Lhenen, 

welche in einer einfachen Beziehung stehen; welche? Mau 
kann auch direkt ansetzen nach Formel 7): 

cos b = cos- r -]- sin- r cos 120". 

Sirasn. Aniiljüaulie GooBietrlo Aea Kiniuisa, Ü 
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Aufgabe 8. Welche Winkel sehliefsen die Aehsen ein, 
wenn u^= ß^y ^ 45" und die Aehsenwinkel gleich sind? 

Anfgahe 9. ^ = 90", ;< ^ 60", v^^dO'*; a = ß=.f\ 
n = L 

eof r = ^ ; cos^ a = -■-. (Es ist im sphärischen 
Dreieck ABC der Fig. 8 ^-iß^m"). 

Aufgabe 10. Die Gleichung der Ebene, welche in 
auf der y-Aehse (kurz: aufy) senkrecht steht. System Ä . , 

[n = 0, « — »-, ß=^, 7 = Ä also:] 

17) X cos !■ -j- y -|- z cos ^ ^^ 0. 

Aafgabe 11. Die Gleichung der Ebene, welche auf k 
senkrecht steht, und dui'ch den Punkt P ! x^ geht. 

[Nach 17): X cos /< + y cos l-\-i — n=^0; aber 
Xj eos ;t ■-}-... ^ — n =^ 0, also durch Hubtraktion:] 

17a) (x — X,) cos j' -|- {y — y, ) cos i -|- (z — Zj) = 0. 

Aufgabe 12. Die Gleichung der Ebene, welche durch 
P I x^ geht und deren Normale die Richtungswinkel a, ß, y hat. 

loa) (x— x,)eosß + (y— yjcosf/-|-(z~zjcos;'=0. 

Aufgabe 13. Rechtwinkliges System; ein Punkt Pjx, 
ist gegeben, die Gleichung der Ebene, welche in der Mitte 
von OP anf OP senkrecht steht. 



[Ist OP = r=l/xf + yi4-Zi, so ist die 
Gleichung nach 16a) und 2) (x ^j—^ -(-.... = 0, oder:] 

Aufgabe 14. Wie Aufgabe 13, aber System /.. 

[Es ist nach Aufgabe 10 § 'd: Xj-^yj eos ji -j- z, cos 
j!( =r: r cos «, also] 

X (Xj -]- y^ cos V -^7,^ eos ;() -|- — ^ r- = 0. 

Aufgabe 15. Welche Ebene stellt bei rechtwinkligem 
System die Gleichung: x-^y-[-z — 1,5=^0 dar? 

Aufgabe 16. Und welche, wenn A =^ ft = i' ^ 60* ist? 

Aufgabe 17. Wie 16, aber statt 1,5 lies 0,7,^. 
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% 8. Die allgemeine Torra der Gleichung der Ebene. 35 

Aufgabe 18. Die Gleiehung' der Ebene, welche durch 
und C der Fig. 1 geht und durch die Mitte M des Quadrats 

Aufgabe 19. Wie 18, aber statt in C setze l\ und 
A; dann P^ und C; dann and A. 

Aufgabe 20. Wie 18 und 19, aber an Stelle von 
Fig. 1 tritt Fig. 2. 



§ 8. Die allgemeine Form der Gleichung der Ebene. 

Die G-leiehung der Ebene in Hesse'acher Form ist vom 
ersten Grade in den karteeisehen Koordinaten jedes ihrer 
Punkte, sie ist eine lineare Funktion des Ortes. Umgekehrt 
haben wir den Satz: 

Jede in gewöhnlichen Koordinaten lineare 
Gleichung stellt eine Ebene dar. 

Sei 

ü^aK + by + cz-|-d = 
die hneare Gleichung. Mau kann aufeer wenn d ^ 0, durch 
Multiplikation mit Vi stets dafür sorgen, dafs d kleiner 0; 
durch Multiplikation mit einer Konstanten wird aber die 
Valenz der G-leiehung, d. h. der Inbegriff ihrer Lösungen 
nicht geändert. Bestimmt man auf der x-Aehse den Punkt A 
durch X = a und entsprechend die Punkte B und C auf den 
andern Achsen und legt durch A die auf der s-Achse senk- 
rechte Ebene etc., so schneiden sich die drei Ebenen in 
einem Punkt I', weil sich die drei Achsen in schneiden. 
Ist die Länge von P gleich 1, so ist 

a ;^ 1 cos ß, h ■-= 1 cos jS, c = i cos y 
und folglich, wenn wir die Form U durch 1 dividieren, wo- 
durch die Valenz nicht geändert wird, so ist U : 1 und damit 
U die Gleichung der Ebene, welche auf dem Strahl OP 
senkrecht steht, und von den Abstand n gleich ■— d : 1 hat. 

Um die Form U auf die Hesse'sehe oder Normalform 
zu bringen, ist also die Division durch den Faktor +1 
nötig. Ist das System rechtwinklig, so ist infolge von 3) 
+ 1 ^ /a^ -|- b^ -[" ''^ = ''^ ' 1 ""0 ^^^ Zeichen der Wurzel 
durch die Gleichung ad^^- ~ a bestimmt wird. Wenn 
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gti II. Ebene und Gerade. 

d ^ 0, die Ebene also durch geht, versagt die Be- 
stimmuag nnd a wird zweideutig, weil d selbst zweideutig. 
Dies liegt iß der Natur der Sa«he, denn wenn man, statt wie 
im § 7, von der Normale OP auszugehen, umgekehrt von der 
Ebene e durch ausgeht, ist es willkürlieh, welcher von den 
Strahlen OP und OP' der Flg. 11 als Normale betrachtet 
wird. Wir setzen fest, dafs es diejenige sei, für welche a 
das -|- Zeichen hat, also 1-^ ist. Die Seite von s, auf der 
diese Normale liegt, heiCst die positive und dann bleibt 
die Bedeutung von H, auch für diesen Fall bestehen, und 

— p- giebt für den ortsfremden Punkt Q den mit seinem 

Zeichen versehenen Abstand von der Ebene U == 0. 

Ist das System schiefwinklig, so mufs zur Berechnung 
von 1 die Relation D ^^ in Aufgabe 10 § 3 entwickelt 
werden, man findet: 

18) D=^\—r'...^2Xnv — aK..^l'a\. 

-\-2,kß}-... — 2fivßr---- = 0. 

Bezeichnet man den Winkel zwischen der x- und der 
y-Ebene mit Z etc., so erhält man sofort; 

ISa) D = 4d^ — eos^ a sin^ k.. .-{-2, cos ß cos y sin f.i 
sin J' cos X ... ^T^ und wir haben zur Bestimmung von o- 
die Grieichung 

19) 4d^ — ff^f(a,b,e)^0 

und zur Bestimmung des Zeichens : o d := — n ; wo f (a, b, e) 
die Funktion a^ sin^ A , . -j- 2 b c sin ;» sin j' cos X . . . . be- 
zeichnet. 

Da (7^ ^ 1^ ^ P", so ist die Funktion f wesentlich 
positiv, und nur wenn a = b = c =^ ist. Man kann 
dies auch algebraisch dadurch beweisen, dafs man f als 
Summe dreier Quadrate darstellt. 

Sind a, b, e alle drei gleich Null, so nimmt die Gleieliung 
U = die paradoxe Form an: d = 0. Diese Gleichung ist, 
da d eine gegebene Konstante, die 7^0 vorausgesetzt wu-d, 
für keinen Punkt im Endlichen richtig. Ist aber B ein Punkt 
im Unendlichen, d. h, ein Punkt, für den mindestens eine 
der Koordinaten, z. B. Xb, Über jedes Mafs grofs ist, so hat 
man für ihn, gemafs der Begriffsbestimmung des Unendlichen 
ib 4" d — Xb, d. h. also für diesen Punkt verschwindet d; 
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§ 8. Die allgenieine Form der Gleichung der Ebene. 37 

wir können sagen, der Punkt B genligt der Gleichung d = 0. 
Wie wir annahmen, dafs alle unendlich fernen Pnnkte einer 
Ebene auf einer Geraden liegen, so können wir, da d ^ 
Gren2fall der Form U =^ 0, alle unendlich fernen Punkte im 
Raum auf einer Ebene sammeln, der unendlich fernen 
Ebene, und sagen: 

Die Gleichung d = 0, wo d eine von ver- 
schiedene Konstante, ist die Gleichung der un- 
endlich fernen Ebene. 

Neben der Hesse'schen Form ist von besondrer Wichtig- 
keit die Aehsenform A i ux-|- vy -f-'w^ — 1=^0; setzt 
man nämlich in A die Gröfsen y und z = 0, so ist x := n "" ' 
und u, V, w sind also die leciproken Werte der Stücke, 
welche die Ebene von den Achsen abschneidet. Die 
Form A ist wie die Form H von den Winkeln der Achsen 
unabhängig (vgl. Aufgabe 19 § 2). 

Aufgabe 1. l = ft = v = m'', « = 60, y = iSO, n = 0. 

D^O giebt, was a priori klar ß^O und cos ß=^ — --; 
ß gleich dem Neigungswinkel des reg. Oktaeders, also 

x + 2y + K = 0; 3x— 2y + 3z = 
die Gleichungen der Ebenen. 

Aufgabe 2, Welchen Abstand hat die Ebene 5 x — 4y 
4- 20 z ^ 63 ^ von 0, und welchen Winkel macht sie mit 
den (rechtwinkligen) Achsen? 

1^21, n = 3, co8a = ^ etc. 

Ftlr die Koordinaten der Ebene ist es am bequemsten, 
die Achsenpnnkte festzulegen durch a^=12,6; b =^ — 1': ~ 
= 3,15. 

Aufgabe 3. i. = 90; n = ib; v = 90; a = i6;y^ 
welchen Wert hat j3? D = sin^ ft sin^ ß — (cos^ « -^ eos^ y — 2 
cos a cos y cos fi) = 0, weil Y ;= ^ und X und Z = 90 sind; 
8in= ^-=y'2(/2 — 1) = 0,5854. 

21 

Aufgabe 4. ?. = 90, *■— 90, ^t — arc cos — --; 

eos a = 0,85, cos / == 0,15, welche Werte hat ß'^ sin- u sin- ß 
=: 0,64. 
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Aufgabe 5. 1 = 90, » = 90; M8o = 0,85; cos 

Aufgabe 6. Gegeben das gerade Koordinaten-ParaUel- 
epipedon des Punktes P der Fig. 1; die Gleiehang der 
Diagonalebeoe durch seine drei Projektionen auf die Ko- 
ordmatenebenen, zu bestimmen. 

Da in dieser Ebene die Parallele ku P, P^ duich V^ 
liegt und damit die Parallele durch P.( zu A B, so ist die 
gesuchte Gleichung 

2a ^ 2b ^ 2c 
Aufgabe 7. Die Form H dieser Ebene anzugeben. 

ü^r=l: [(2 a)-^ + (2 b)-^ + (2 c)-'^] = 'i 
Aufgabe 8. Wie Aufgabe 6, aber beliebige Achsen, 
d. h. also Ebene Pj J'g P^ der Fig. 2. Aus wörtlich gleicher 
Begründung folgt die nämliche Gleichung: 

2a ^ 2b ^ 2c 
Aufgabe 9. Die Ebene durch k?^?^ der Fig. 2. 
Die Ebene geht durch B und den unendlich fernen 
Punkt der z-Achse, also ist ihre Gleichung 

a ' b 
R 3 =^ 4 d- : u^ sm^ J. -f- v^ sin^ fi — 2 u v sin ^ sin ,m cos Z. 

Aufgabe 10, Waa bedeutet das Verschwinden eines 
Koeffiaienten, z, B. a in der Fonn U? 

Die betreffende Ebene ist der betreffenden Achse, z. B. 
der X-Achse, parallel. 

Aufgabe 11, Wie ist das Unendlich wer den eines 
der Koeffizienten, z. B. o in der Form U, zu interpretieren? 

e sei p:q wo q unter jedes Mafs klein, die Multiplikation 
mit q zeigt dann, dafs U jz = 0. 

Aufgabe 12. In ü bleiben a, b, c endlich, aber d 
wird unendlich? 

Die unendlich ferne Ebene. 
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§ 9. Die Gerade. 39 

Aufgrabe 13. In U sind a und b endlich, c und d 
anendlieh, aljer n-.i bestimmt und gleicli e' : d'. 

[Die Ebene ist der z-Ebene paral]el.| 

Aufgabe 14. In U sind a und d endlieh, b imd c un- 
endlich, b: e=^b' : c'. 



§ 9. Die Gerade. 

Jede Gerade kann in zwei entgegengesetzten Richtungen 
durchlaufen werden, und /.war von jedem Punkt aus; jede 
Gerade kann in allen Fragen, die ihre Richtung betrefi'en, 
ersetzt werden dnich die zu ihr Parallele durch einen be- 
liebigen Pnnkt, in der Regel den Nullpunkt 0. Wir setzen 
anf jeder Geraden eine positive Richtung fest, in der der 
Parameter r des § 5 positive Werte hat, eo dafs also die 
Summe der gleich langen Strecken A B -f- B A =; und ebenso 
AM + EM = 0, wenn 1« die Mitte von AB ist (vgl. S. S. VUI, 
S. 5 § 3). Als positive Richtung setzen wü- die der wachsen- 
den X fest, und für die Geraden der y z-Ebene {und der 
dieser parallelen) die Richtung der wachsenden y. Mit a, ß, y 
hezeiehnen wir die Winkel, welche der positive Strahl der 
Geraden mit dem positiven Strahl der betreffenden Achse 
bildet, nnd verstehen unter Winkel v zweier Geraden den 
Winkel, welchen ihre positiven Zweige miteinander ein- 
schliefsen. Unter diesen Bedingungen bleiben die Formeln, 
welche wir in den vorigen Paragraphen für Strahlen und 
Geraden abgeleitet, bestehen und wir stellen sie hier 
zusammen, wobei die erste Formel für rechtwinkliges 
System gilt. 

1) Die Gerade ist bestimmt durch ihre Richtungswinkel 
und einen Punkt Pix, ... 

^ cos a cos (tf cos y ' 

cüB- u -\- cos^ ^ -\- cos^ y=:\. 

2) (x — x,)-|-(y — yJy + Cz — z,)/t ^ ^ ^ ^ ^^ 

Wo die Kosinuszeiehen der KUrze halber weggelassen 
(vgl. § 5, 9a) und 0, /t/, y der Gleichung D — in Aufgabe 10 
§3 bezw. I 8, 18 geniigen. 
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40 n, Ebeae and Gerade. 

Wendet man auf 2) den Satz an: „sind zwei oder 
melirere ßrtiehe gleich, so ist die Summe bezw. Differenz 
der Zähler dividiert darch die der Neimer gleich jedem der 
Brliche" so erhält man 



Ä:4d^ B:4d^ C:4d-^ 



2 a) 

wo Ä, B, C in Aufgabe 5 § 5 IToruiel 9 a erklärt sind, 
d. h. (vgl. § 5 Aufgabe 1 Sehlufs) A : 4 d* etc., sind die 
Koordinaten des Eichtungspunktes, den man erhält, wenn 
man zur Geraden durch den Parallelstrahl in der positiven 
Richtung zieht und auf ihm die Längeneinheit abträgt; ganz 
dieselbe Bedeutung aber haben cos «... in der Formel 1, 
so dafe, wenn wir die Koordinaten des Riehtungspunktea a, 
b, c nennen, die Formeln 



2b) 



:?! . 



von den Winkeln der Achsen unabhängig sind. 

Die G-töfsen a, b, c heifsen die Kiehtangskoordinaten 
der Geraden, ersetzt man die Zahlen durch drei ihnen pro- 
portionale Zahlen o, p, q, die Richtungsfaktoren der Ge- 
raden, 80 erhält man die Gleichungen der Geraden in der 
Form 

"" p ~ q ■ 
Hieraue ohne weiteres die Gleichung der Geraden, die 
durch zwei Punkte 1 und 2 geht: 

4) 3_-"r-^-i- = y~yi = T- — H 

^1 — ^a J'i — Ja ^1 ■"" ^3 " 

Die ßichtnngsiaktoren haben noch eine andere Be- 
;g; wenn x^, y^, Zj über jedes Mafs wachsen, ver- 
sehwinden X, y, z gegen sie, and man sieht, daCs o, p, q 
den Koordinaten des in der Richtung der Geraden 
unendlich fernen Punktes A proportional sind. 

Für viele Aufgaben bequem sind die Formehi, welche 
aus 3) durch Anf IBsung nach einer der Variabein entstehen 
(vgl. S. S. VIII, S. 42) 

5) X ^ c y -]- !i ; z ^ c' y -j- b' 
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g 9. Die Gerade, 41 

sie enthalten nur vier Konstanten, statt der sechs der 
Formeln 2b), sie geben die Gerade als Schnitt der beiden 
Ebenen, weiche die Gerade auf zwei der Koordinatenebenen, 
— hier der z- und der x-Ebene — in der Richtung der 
betreffenden Aehse projizieren. 

Nach der Festsetzung Über die positive Richtung er- 
halten wir fttr den Winkel v zweier Geraden x bei recht- 
winkligem System die Gleichung (vgl. 5) 

6) cos V = cos « cos et' ■-}- eo9 ß cos ß' -f- eos / cos ;'' 
nnd bei beliebigem System, wenn a, . , . a' . . . die Richtungs- 
koordinaten der beiden Geraden sind 

6a) eo8v = aa' + bb'+cc' + {bc'-|-cb')cosi + ... 
Hieraus die Bedingung, dafs die Geraden aufeinander 
senkrecht stehen bei rechtwinkligem System. 

7) 0-eos«cos«' + ... 
7a) = aa' -|- — oo' -f- 

und als Bedingung des Paralleliemus die Identität der 
Richtnngskoordinaten 

8) a r;:^ a' ; b = b' ; c =^ c'. 
8a) : o' ^p : p' = q: q'. 

Aufgabe 1. Aus den Riehtungsfaktoren o . . einer 
Geraden g ihre Riehtvmgskoordinaten zu bestimmen. 

^^ ff a, ; r^ = 1 = a^ + . -j- 2 b e eos i -]- =: f/j (a, b, c) 

=- 0-2 gp (0, p, q) = ff-s ip (o). 
Aufgabe 2. Die Gleichungen einer Geraden y, welche 
durch nnd den Punkt R * a, b, c geht? 



Daraus folgi, dafs die Riehtungsfaktoren o, p, q die 
Koordinaten eines Riehtuugspnnktes S auf R sind, dessen 
Abstand von gegeben ist durch r^ ^^ ^j fo). 

Aufgabe 3, Die Gleichung der Geraden Pj Pg der 
Fig. 2, P ! a, b, e. 

Die Formeln 4) geben = — -—■ ^ und 



da a und e endlich, so heifst dies 
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II. Ebene und Gerade. 



■ :=^1; y^h, 



was aus der Figur ohne weiteres lilar und durch die 
Formeln 5 bestätigt wird. 

Aufgabe 4. Die Gerade dureb die Punkte abc imd 
und ab'c? 

X ^= a; z = o; y = o ■ d. h. ujibestimnit. 
Die Gerade ist ... .? [ihre Projektionen auf die x- und 
die z-Ebenen? auf die y-Ebene?] 

Äufgahe 5. System X.., die Geraden g und g' sind 
durch die Eiehtungsfaktoren o . . o' . . der Richtung nach be- 
stimmt, wie grofs ist ihr Wiukel? 

+ /<p (0)9^(0') 

o' <p'a-\- __ ip' (o') 

wenn ip'o, (p'^, (p\ die halben Ableitungen der homogenen 
quadratischen Form q> nach o, p, q bezeichnen (S. S, VIH 
S. 118). 

Aufgabe ö. Die Gleielumg einer Ebene durch und 
die Gerade g | x' . ., o . . ? 

Da die Ebene durch geht, ist das konstante Glied 0, 
■die Ebene geht durch x' . . . und den Eiehtungspunkt S | o. p, q, 
also 

ux-|-vy-|-wz:^0; nx'-|-...^=0; uo-j-,..^0, 
und damit (S. S. VIU S. 151): 

10a) x(y'q-— z'p) + y('/i'o — x'q) + z(x'p — y'o) = 0. 
Aufgabe 7. Zusammenhang der Riohtungs- 
koordinaten mit den Kichtungskosinus seiner 
Geraden. 

Richtungskosinus sind die Kosinus der Winkel a, ß, y, 
welche die Gerade mit den Axen bildet; abgekürzt «, ß, y, 
wie die Kosinus der Aehsenwinkel l^v, auch abgekürzt mit 
X, /(, V bezeichnet wurden, 

Die Gleichungen 2) ergeben sofort: ra = A-l-Bv -{-Cfi 
also 

11) a = a-\-hv-\-iiii = (p'.^ etc. 
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Da a, h, e Punkt der Ebene, welche im Kiehtungspunkt 
R I a, b, c auf dem Strahl R | «, /?, y senkreclit steht, so ist 

IIa) a«.+ b^ + ej' — 1 = 

imd damit die Relation in Aufgabe 10 § 3 ohne alle 
Determinantenreehnung gefunden. 

D^aÄ-|-,!/B + yC~4d*:=-0. 

Nennt man den Punkt K{aßy den Kosioiispunkt 
einer Geraden, so ist der Winkel »wischen R und K 
nach 10) beetimmt durch: 

11M -.^a ^„ Ky'(a) + . . _ a- + ß- -{- y'' 

lio) cos ■!r^= -^-r- ^ — —-. — „ 

OK Yfp (a, ß, y) 

woraus folgt, dafs a^ -\- ß- ^y'^ ^ Vcp (a, ß, y) ist, Gleicli- 
heit nur wenn a- ~\- ß'' -]- y- = \ d. h. }. = fi = v = 90. 

Der mit Determinantenreehnung Vertraute sieht, dafs 
die A dieselben Funktionen der adjutigierten Form sind, 
wie die a von A . . . 

Aufgabe 8. Eine Gerade g schneidet die z-Ebene in 
C { X =3 a, y = b; die x-Ebene in A { z = b, y = a, wo 
die y-Ehene? 

■KT t. ^^ — ä^ *'" 

' ' h — a ' b — a 
Aufgabe 9. Eine Gerade g sehneidet die z-Ebene in 
x = Xi; y = yj; die x-Ebene in y^y^; k^z^; WO die 
j- Ebene 

Xi Ys z. Yi 

x, = — iZ^— ■ ■/ -^ — ii5__, 

yi — y. y. — y< 

Aufgabe 10.*) Eine Gerade schneidet die x-Ebene in 
A ' b, c; die z-Ebene in C { a, b'; die y-Ebene in B { a", e"; 
welche Winkel sehliefaen A, B, C ein, und wenn diese 
Winkel gegeben sind, welches ist der Ort der betreffenden 
Geraden, wenn J. ^ ,« = r ^ 90". 

nach Aufgabe 9 a" ^^ ; c" ^ . , , 



*) Diese Aufgabe aus Todlumter's Bsamples etc., eia T Terwefet 
auf diese Quelle; die Aufgaben sind dort fllr reclit winklige Achsen- 
aysteme gestellt nad die Resultate angegeben. 
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44 IT. Ebene und Geraile. 

k{ ^ -■---=:: ; OA{x^0; -■'-- = — etc., 

also 

0^0, p = b, q := e für A 

o' = a, p' = V, q' — - o für C 

o" = — ab, p" = 0, q" = b' c für B 

eo8 (0 A, C) ^ eos ß = — ■ ■■ ■ ' - L ±--~:i — _L_r_L- 

— a^ b + b' (— a b i- 4- c a ;H- e b' J.) 

b' c^ — b {a b V — a e ;(( + b' e ;i) 
eos y =^ — ^_ ; 

o=7^0B' = |0BtV — b)|; t = OC; r--OA. 
Da für reehtwinkiiges System die Eiehtungskoordinaten 
mit den Ricbtiingskosiiias identisch sind, so erhält man 

IT, b' c*' „ b'^ c* 

eos AB^ : cos^r = -- 5— ^: 

r <j T^a^ 

sin^ 7 = b^{b*a^-t"''^'^'^+ a^c^) eos^ y : b'^e*; 

b^H , „ , H , b'^H tga V* 

.|§^^^;;also^^4;|^^- 

tgy ()' a /Y ' b 7 

wo ß, fü, ;' für Vtg a . . stehen. 

Hieraus folgt, dafs der Punkt A, wenn die Winkel a . . . 
fest sind, auf dem festen Strahl A | s ^ 0, — ^ — '-: and 

C auf c| z = 0, — = ^ lieat. Der Ort der Geraden AC 

ist also die Ebene durch die beiden Strahlen, deren 
Grieiehnng man mit Rüeksieht auf die Zweideutigkeit der 
Grbfse a die Form gehen kann (e. folgende Änfgabe) 
X yl^ + y yi^ + z VlgV = 0. 

Diese Gleichung enthält vier Ebenen. 

Aufgabe 11. Durch Eeehnimg nachzuweisen, dafs die 
Geraden, welche durch die Punkte A|0,Äb, Ac; Ci/ta,^ib',0 
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gehen, wo X und ^i zwei Parameter sind, in der Ebene 
xb' c-i-zba — yae^O liegen, Aehsenwinkel beliebig; 

[Man schaffe in beiden Gleichungen — = -^ r-r- 

"^ ^19. ^(b — Ab 

= — _ die Nenner fort, mnltipliziere die erste mit k c, die 
sweite mit /la und erhält dnrch Addition 

I) X ?. e -]-«/( a — ). fi a e ^ 

und durch Subtraktion mit Benutzung von t die gesuchte 
Grieiehung.] 

Aufgabe 12. Verallgemeinerung von Aufgabe 11 
A i i a, X b, i e, C { ;i a', ^i b', fi e'. 

Aufgabe 13. Sehneidet eine Gerade die x-Ebene in 
A { 0, b, c, die «-Ebene in { a, b', o und wu-d der Schnitt- 
ponkt B mit der y-Ebene auf dem Strahl OB nach B' ver- 
schoben wo OB';^OB(b' — b) ist, so verhalten sich bei 
beliebigem System die Flächen der Dreiecke OAO, OB'A, 
■OB'C wie 1 :b;b'. 
:[r-t^ — r*t^ C08-(^j = H; |r-f/= — r'^u- cos- y] ^ fe^Ü etc. 

Aufgabe 14. Auch bei sehiefeni System ist der Ort 
der Geraden, für welche die Winkel «, //, ;' der Aufgabe 10 
konstant sind, ein System von vier Ebenen. Bezeichnet man 
das Verhältnis von a : b' mit x, das von c : b mit z, setzt 
:siu^ « = «,.., so ist 

- 2 X z ;ii ^ (? y? \%^ — 2 s z ;< 



y l + x^ + 2x)' ' a"" l + z^ + 2zA' 

Man sieht, dafs eich x und z nur durch Vertauschung von 
.« mit y^ V mit X unterscheiden, man erhält für x eioe 
■Gleichung vierten Grades, während das «ngehbrige z ein- 
deutig bestimmt ist, es giebt also (nach Aufgabe 11] vier 
verschiedene Ebenen. 

Aufgabe 15. Die Gleichung der Geraden durch 0, 
-welohe auf g { x' , , o . . . senkrecht steht. Bezeichnet man 
die Verbindungen y' q' — z' p . , . der Aufgabe ö mit q, a, t, 
;8o ist, wenn g' ( 0' . . . die gesuchte Gerade ist 

1) ü'e + p'(J + q'*'---=0, 
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weil der Riehtungspunkt S' der Geraden in der Ebene 
durch und g liegt (Formel 10a), ferner gieht 10, da 
cos V ==^ iat: 

2) o' (o + P cos i' -|- q oos f() 

-f- p' (p + q cos Ä. -f- cos >■) -|- . . . ^ 0. 
Die Koeffizienten von o', p', q' sind [vergl. § 9 Aufgabe 5) 
die halben Ableitungen der homogenen Funktion <p (o, p, q), 
welche das Quadrat der Entfernung des Punktes S { o, p, q 
vom Nullpunkt liefert, nach o, p, q also: 

2) o>o' + p'< + q'<ip/ = 0, 

also (verg!. S. S. VIR S. 137) 

o' :p':q' = öq!i/ — Tq>^' : t rp^' — ^ fp^' : Q fp^' — ff rp„' 

o' 1 (z' (jpq' + y'%' + x' cp^') -~x'(p (o, p, q) etc. 

Da(vgl. S.S.VIII 8.117)9) {o,p,q) = o 9)„'-|-p 95p' + qq!)q' ist. 

Wird der Winkel zwischen OP, wo Pix' . ., und 
OS II g, mit i^ bezeichnet, und OP mit r, OS mit s, so 
ist das Resultat: 

12) ^ ^ y = ^ 

oreos5-— sx' prcos^ — sy' qrcos-5- — sk' 
Aufgabe 16. Den Fufspunkt des Lotes zu bestimmen. 
Wir haben das System 12) und die Gleiehuogen von g, 
die 6 Gleichungen sind mit einander vereinbar, weil identisch 
Oß-|-pff-f-qi"^^0 und x' Q-^y' a -{-z t ^=0 ist (wie a 
priori klar, Grund?) und setzen wir x ^^^ A (o r cos Ö' — sx') 
etc., so erhalten wir 



Das Lot selbst ist r sin S-, 

Aufgabe 17. Gegeben die Geraden g5a,b, e, g' Ja',V,e' 
der Richtung nach, die Gerade durch 0, welche ihren Winkel 
halbiert, zu bestimmen. 

Da eos \^&(pa.-' -j- b fe'-l- c (pc' = a' (jc^' -)- b' (pb -{- c tpe-, 
so ist, wenn die gesuchte Gerade { o', p', q' ist, vreil 
xo'-|~yp'-|-zq'^xa-|-...^xa'-|-...^0 

1) o'Cbe' — eb') + . 

2) 0'« — 9^/) + . 



ferner, • 
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§ 9. Die Gerade. 47 

o' { a' (c (pt' -[- b q>^') + a (c' q>e' + b' t/iv') — a (c' (fc + h' ip^') 

~a,'{Gfps-' -\-b'pw') 
o' { (a -f a'} — a (a' f/)„' -|' b' gst' -f e' cp„') — a' (. . .) 
o' { [a -|- a') (1 — cos V} { a -{- a', p' { 'i + ^'i q' { e -|- e' 
also das Resultat 

^__ _ ^ __y_ ^ __« 

a -|~ a' b -f- b' q,-[- e'' 
Die Grleiebung; 2) sagt ans, ilafs die Gerade o' . . auf 
der Geraden (a — a') ; (b — b') senkrecht steht, nach Auf- 
gabe 15 und da diese Gerade bezw. ihr RieMungspuakt 
der Gleichung 1 genügt, so haben wir für die Halbiernngs- 
linic des Nebenwinkels 

_ _x ^ y__ ^ z 

a ■ — a' b — b' c ~ c' * 
Aufgabe 18. Das Resultat in Aufgabe 17 geometrisch 
zu interpretieren und damit direkt abzuleiten. 

[a 4- a', b -|- b', c -j- e'i sin*! ^^ Koordinaten der vierten 
Ecke etc.] 

Aufgabe 19. Die Bedingung für den Schnitt der 
Geraden gjx', o; g']'s", o' anzageben. 

Die Methode der Aufgabe 16 giebt, wenn P|x', Q)x" 
und s" — ■%' ^ §' etc. und zur Abkürzung p' q — l' p ^ |.p' lj 
gesetzt wird. 

13) ^' [p' qj + V' h' 0] + r [0' p] = ^ T 
oder 

13 a) o'[^'qJ + p'[C'oJ + q'l"§'pl = 0. 
Aufgabe 20. Die Gerade dureh Q|g, welche auf 
g j x', senkrecht steht. Zur Bestimmung der Riehtungs- 
faktoren haben wir 

1) o' f^' + p <-/>p' -|- q>,' --^ 

2) o'e+p'0+q/==O, 

wo q' gleich I r/ q] etc. in 13 a) gesetzt ist, S,' ^^x' — 5, 

Dieselben Formeln wie in Aufgal)e 15 gehen dasselbe 
Resultat, also wenn P | x', Q P ^ r und der Winkel zwischen 
QP und QS, wo S die alte Bedeutung hat, mit ß be- 
zeichnet wird 



y Google 



or cos Ö- 



II, Ebene uud Gerado. 

^ y — ^ ^ 

pr cos Ö — ij's 



....„J^Jli 

q r cos Ö — -1^ f 



wo r a cos 9 = ^ (p^' -\- ij <Pf' -\- C' 'Pa' ist, was Aufgabe 4 
§ 5, bezw. die Projektion des geschloasenen LinienüUgs 
OQPO aaf OS ergiebt. 

Für die Länge des Lotes habeu wir, vergl, l'^ig. 12 
|r Sinei- 




Aufgabe 21. Den Fiifspunkt F des Lotes (Aufgabe 20) 
zu bestimmen. 

Dieselbe Rechnung, wie in Aufgabe 16, ergiebt 

or eo8 

X =-— X — — -. 

s 

Aufgabe 21a. Den geometrischen Satz, der iu dieser 
Formel liegt, auazaspreehen. 
[Rotiert QP um PF etc.] 
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Aufgabe 22. Die Gleichung der Geraden, welche 
aaf g'x', o und g'ix", o' zugleich senkrecht steht. 

Diese Gerade schneidet g in P'{g und g' in Q' { g'. 
Da die Differenzen § — g' als ßiehtungsfaktoren angesehen 
werden können, haben wir nach Formel 10 

wo (jpo für tpo nnd rp^' flir (p^' steht; ferner 

o p q o 

Setzen wir l^x'^Ao; g' — x'^Xo, so erhalten wir 
ans 1) und 2), wenn S, — S Richtungspnnbt für g — , 
gleich s und S' sich aiif g' bezieht, also OS = 1^9)(o) und 
OS'^V^ilo'), und PQ=^n gesetzt wird, ferner v der 
Winkel (gg) ist (Fig. 12): 

Xs — J.' s' cos V ==^ n cos (n g) 
^s cos V ~ A' s' ^ n cos (n g') 
und hieraus; 

^ "" s"sin'"v ^'^'^^ ''°^' "' '^^^ "^ '^"^ ''"^''■"' 
i-' = 7"^v' f^^os y cos (n g) — cos (n g')). 

Aufgabe 23. Den Abstand k der Geraden g 
und g' zn berechnen. 

Es ist k^ = (p(^ — §'). Die Sätze über die homogene 
quadratische Form beliehig vieler Variabein aus S. S. VIII 
geben uns die Formel G (s + s') = G (s) + 2 G' (a s') + G (s'). 
Es ist ^ — ^ ^ (x' — x")-|-(^0' — l'o') und entsprechend 
sind rj—rj' und t — C- Wir erhalten 
k- — n--|-^^s--j-Ä'^s"- — 2irss' öos V — 2J. SU cos (ug) 

-1- 2 Ä' s' n cos (n g'). 
Sei eos y kurz v, cos (n g) kurz g etc., so ist 



k^ ^ a"- 



+ 



2 (v g' — g) g + 2 (V g — g') g" | 
sin^ V J 



Analjtischa GBomel! 
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50 11- Eljenu und Gevade. 

und da. 1 — v^^sin^v, so erhält man 

14) k' = (1 — V^ — g'^ — g"^ .-I- 2 g g' V) -^-. 

Die Klammer ist aber die wohlbekannte Gröfse 4d^ (§ 4 
Aufgabe 15), deren Wnrzel 2d v. Staudt den Sinua der 
dreiseitigen Ecke OSS'!N genannt hat, wo ONj|PQ; 
wir wollen sie jetzt sin E nennen und erhalten 

15) k* sin^ V =^ n^ sin- E; k sin v = n sin E. 

Die Formel zeig-t, dafs k^ versehwindet, wenn sin E ver- 
schwindet, was bedeutet, dafs 0!N, OS, OS' in Einer Ebene 
liegen, vgl. Aufgabe 19; wenn aber v = 0, die Geraden 
g und g' parallel, so wird k unbestimmt, was alles a priori klar. 

■s 




Aufgabe 24. Die Bedingung, dafs die Geraden g 
und g' sieb schneiden in Anfgabe 19 mit der Bedingung 
sin E ^ zu identifizieren. 

Wir können ^, ij', C' der Aufgabe 19 als die Eichtungs- 
faktoren der Geraden P Q ansehen, die Punkte N, S, S' als 
Eiehtungspunkte. Ans der Bedeutung von [p' q] b. 8. S. VIII 
8. 29 folgt dann, daCs z. B. ij' [q' o] der sechsfache Inhalt 
der Pyramide (Fig. 13) JlOffö' ist, dividiert durch sin ;t 
sin l sin Z, d, h. durch den Sinua der Koordinatenecke 
2d* oder sin x; a und a sind die Projektionen von 8 und S' 
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51 



in der Richtimg der Y-Aehse auf die y-Ebeae. Nach einem 

bekannten Elenieotarsatz der Stereometrie (Baltzer 14) iat, 
wenn die Pyrataiden V^ ete. genannt werden: V, -j'^s M~^3 
= 0N8S' = V, also 

13) Tsinz=3:6V; V ist aber ~r sin E.nss, daher 
16) 8inE = T 8in-/:n88'. 

Aufgabe 25. Den Satz aus Aufgabe 24: 

„Das Tetraeder ONSS' ist gleich der algebraiachen 
Samme seiner 3 Projektionstetraeder auf die Ko- 
ordinatenebenen" 
dnreh Rechnung zu beweisen. 

Für den in Determinantenre ebnung Ucübten ist sofort 
klar, dafs 



1 V 



g g 1 I 



a b e 




a' b' e 




a" b" c" 





(p^ <f>i (p^ 

^e.' (p\.' Tc' 



wo a b e die Rielitungskoordinaten von g, a' . . die von g' 
und a" . . die von PQ bezw. ON sind; aber \'.pi <jpb' ipe" \ 
ist wieder | a b' c" | sin^ x, also 

sin E ^ (a b' e") sin ;( =^ T sin /.. 

Auch ohne Determinanten macht die Rechnung keine 
Schwierigkeiten, wenn man sieh erinnert, dafs a,(pi-\- . . ete. 
^^ y (a) = 1 und dafs & (p:^ -{-... = a, <p^' ete. ist. 

Aufgabe 26. Sind A, B, C drei beliebige Punkte, 
so ist 

V= OAHC = ~- sin^ [x {y" z""] + ,..] = |- sin / D (x y" //"). 

Aufgabe 27. Zieht mau durcb einen be- 
liebigen Punkt im Räume zu den zweifach 
unendlich vielen Verbindungsstr ecken zweier 
kreuzenden Geraden die Parallelen in der 
Richtung von g nach g, nach Länge und 
Richtung, so beschreibt der freie Punkt N die 
Paraliebe ne zu der durch zu g und g, ge- 
legten Parallelebenc im Abstände k. 
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[Beweis: k sin vss' = n sin Ess; 2kg^^ C V ^ 2hg; 
also k :^ li, d. h. also 5^ hat von S S' den konstanten 
Ahstand k,] 

Um also den kürzesten Abstand zweier kreuzenden 
Geiaden g und g' zu konstruieren, zielie man durch zö 
g and g' die Parallelen, zielie irgend eine Verbindungs- 
streeke PQ, vetsehiebe sie parallel nach 0, und fälle vom 
freien Endpunkt N auf die Parallelebene durch zu g 
und g' daa Lot, so ist dies der kürzeste Abstand. 

Aufgabe 28. Die Bedingung, dafs die Gerade g und g' 
sieh schneiden, oder w. d. ist, dafs die Strahlen ON, OS, 
S' in einer Ebene liegen, unmittelbar durch die ßichtungs- 
kosinua der Geraden, d. h, durch die Kosinus der Wmkel, 
welche sie mit den Achsen bilden, auszudrücken. Bezeichnet 
man sin X etc. mit l, cos a etc. mit a, cos X ete. mit X, 
so ist, abgesehen von dem Neuner sin^ x nach Aufgabe 5 § 5: 
&=k{al — ßiMZ~yvY); b ^ ii{ß^i — yvX~ a?.Z] etc. 
und für den mit Determinantenrechnung Vertrauten sofort 
klar, dafs 

ß y I 1— Z— y1 

ß' y — z — 1 — X U'^ii-fMst, 

ß" f l-Y-X-ll 

vgl. den folgenden Paragraphen, wo das Kesultat ohne 
Rechnung abgeleitet wird. 

Aus den Elementen der Stereometrie ist bekannt, dafs 
die zweite Determinante oder (1 — X- -j- Y^ + Z* — 2 X Y Z) 
die Form 4d^ das Quadrat des Sinus der Polar- (Supp- 
lementär-) Ecke ist und somit gleich sin^ y sin- X sin* Y, 

also Tir^r^--, D iaß' y") und die Bedingung T = 
identisch mit 

16) D (ß ;5' /■) -= 0. 

Aufgabe 29. Die Bedingung, dals die Geraden g und g' 
sieh schneiden, in ihren Konstanten x', a; x", a auszudrücken. 

Man setze 'S, ftlr x" — x', dann ergiebt sieh aus Formel 2 
die gesuchte Relation, wenn man in Formel 16) «, ß, y der 
Reihe nach durch |, %v, l/t, dann durch -(\v, ij, j;^, zuletzt 
durch X.^, "Qk, t, ersetzt und die Summe bildet. 



sin" ü 
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Aufgabe 30. Verbinduiigastrecken zweier Kreuzenden, 
welche symmetriseh zur kürzesten Verbiodnng liegen, sind 
gleich lang und bilden mit den Geraden symmetrisch gleiche 
Winkel, d. h. die gemeinsame Senkrechte vertritt bei Kreuzen- 
den die Stelle des Schnittpunktes von Schneidenden. 

[Seien Y \ u' und Q' { v' die betreffenden Punkte, so 
liegen die Schnittpunkte des Äbstandes A \ ^ und B } §' in 
der Mitte von P und P' bezw. Q and Q'. Nennen wir die 
l und X der Aufgabe 22' entsprechenden Gröfsen L und L', 
80 ist L=3 — ^ und L'^L', Ans den Gleiehimgen in 
Aufgabe 22 folgt: 
n cos (n gl — — n' cos (n' g) ; n 00s (n g') == — n' cos (n' g') 
nnd aus der Formel für K^ in Aufgabe 23, dafs n* = n'^, 
und da n und n' absolute Lösungen sind, n t=-. n', also cos {n g) 
= — cos (n g) ; cos (n g') = — cos {n' g').] 

Aufgabe 31. Ein Tetraeder ändert sein Volum nicht, 
wenn man zwei gegenüberliegende Kanten auf ihren Geraden 
beliebig verschiebt. 

[Ist k der Abstand der sich kreuzenden Kanten N und 
8S' und w ihr Winkel, so folgt aus Formel 15) 

V = 10N.SS'.k8inw 
(vgl. Baltzer, elem. Stereometrie 12 und Trig, 17).] 

Aufgabe 32. (T) Die geraden Linien in x* == y^ =^ z^. 
[Ihre Projektionen sind die Winkelhalbierenden der 
Achsenwinke! (vgl. S. S. VUI 3. 44).] 

Aufgabe 33. (T) Die Geraden in: 

x^ + 1 _y^ + l ^z^+1 
x + 1 y + 1 z+1 ■ 

V zx Y z — 1, 

T~T = T'T = T = ^^"«- 

Sind IfA-v gleich, so schliefsen je zwei denselben Winkel 
ein, sind sie gleich 90", so ist dieser Winkel der Neigungs- 
winkel des reg. Tetraeders. 

Aufgabe 34. l = {i = v = m'', glx = y= — 2z; 
die Länge des Lots von Q |2, 2, — 1 (vgl. Aufgabe 20); es 
ist r ^ 3, s = ^-; eos 3-^1 d. h. ? 



Vier Gerade ^ ^ -, 
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54 !!■ Ebene am\ Gerade. 

Aufgabe 35. Wie M, nur gjx^^^^y— 1=^ — 2z. 

Aufgabe 36. Länge des Lote vom Punkt Q ', 1, 2, 3 

auf g j X = y = z, Achsen rechtwinklig. Gleiehnng des Lotes. 

Aufgabe 37, Gleichung einer Geraden g, welche die 

Geraden g^ | x', cos k'; g^ {x", eos a" unter gegebenen 

Winkeln sehneidet; System reehtwinltlig. 

Zur Bestimmung yon g j ß | . . . haben wir: 

1) cos V ^^ a b' -|- , . ., cos w ^^ « «" -I- . . ., 

«' + (^''+^' = 1, 

d. h. also, die Riehtungafalctoren sind (zweideutig) bestimmt; 

da g sowohl g, als g, schneidet, so gilt nach Aufgabe 19 

(g-x)(^/-/,r) + .... = 0; {S-r){ß/''-yn 

+ ....-0, 

d. h. die Gerade ist die Sehnittgerade zweier bestimmter 

Ebenen. 

Aufgabe 38. Eine Gerade von bestimmter lliehtnng zu 

ziehen, welche zwei Kreuzende schneidet ; beliebige Achsen. 

Aufgabe 39. Gegeben zwei sich in PJXy.. schneidende 

Geraden, g und h; die zu g symmetrische / durch P zu 

bestimmen. 

Nach Aufgabe 17 ist, wenn g ! s^, a . ., h J x^, a'; 
y {xp, u . . . wo die a etc. Richtungskoordinaten, J. a =r^ u 
--^a', ... also a! =i.a — u; 1 :;= y (u) = ^* — 2X cos w-j-l, 
A = 2 cos w; also 

y f ^ — ^ ^ y:rzl<}^.^ ^ _._1z:3l 

1 2 cos w a — a 2 cos w b — ^ b' 2 cos w c — c' " 
Aufgabe 40. Gegeben ein Quadrat im Räume, die 

Gleichung der Geraden, welche im Centrum auf allen vier 

Seiten senkrecht steht. 

Aufgabe 41. Wie 40, nur statt des Quadrats ein 

reguläres FUnfeek. 

Aufgabe 42. Ort der Mittelpunkte aller Vecbindungs- 

strecken zweier kreuzender Geraden. 
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Die Geradeii seien ^ \ P, a, und g' j Q, ;i,, und P { x„; 

Q I X,- 

Bezeichnet man einen beliebigen Mittel^iuakt mit X . . ., 
und die Mitte von P Q mit x . . . und X — x ete. mit X', so 
ergiebt eich, wenn die Richtnngsfaktoren von g und g' mit 

p s C' X 

a, bezw. a, bezeicbnet werden, aus — - -5- ^n^ . , /, ■ .?- L 

' a^ a, 

=^ f.1 ete. 

X'^/aj+Ha^;... 
und daraus: 

'^ [biC-J +"^" ka^l -hZ' Kb,] --0. 
Der Ort ist also eine Ebene, welelie durch die Mitte 
von P Q geht. 



§ 10. Gerade und Ebene. Eliftiie und Gerade. 

Es sei g eine Gerade, bestimmt durch einen ihrer 
Punkte A und ihre Riehtungskoordinaten, und e eine Ebene, 
gegeben dnrch ihre Hesse'sche oder Normalform. 

Aufgabe 1. Den Keigungswinkel zwischen g und 
e zu bestimmen. 

Dieser Winkel i ist das Komplement des Winkels v 
zwischen g und der Normale n (§ 7) von anf e; sind 
deren Richtungswinkel (bezw. die Kosinus) «, ß^ y, und hat 
g die. Richtungskoordinaten a'b'c', so ist 

1) gin i ^ a' « -j- b' /5 -f- e' j' 

wenn g parallel £, so ist sin t = 0, also die Bedingimg dafür 

2) a'a + V^ + c'j' = = o'« + p,^ + qV. 
Aufgabe 2. Zu zeigen, dafs die Ebene in Aufgabe 42 

§ 9 parallel g^ and g^ ist. 

Aufgabe 3. Aus 1 durch Rechnung den Satz zu be- 
weisen; Lote aaf derselben Ebene sind parallel. 

Es mufs sin i ^= 1 sein, also a'^i' (a) -|- ., .^ 1, a(/>'{a') 
-|- . . ■ =^ 1 und nach Definition der Riehtungskoordinaten 
aq^' (a) -|- . .^ 1, a'i/i' (a') -|-- . . :=:^ 1. Sei a=^ a' -^ e, b^b' 
-f- ij, c ^^ c' -|- 1, so ist, weil die (p homogenen Funktionen 
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ersten Grades sind, a r/i/ (e jj t) ~|- 1* 9n (« 1 + c 9>i C« »J — ö 
and ebenso a' (pe -f- b' ipj{ -\- c' cp^ ^^ 0, also durch Subtraktion 

£ fs' + ^ ¥''('+ S -?£' = -P (e »;?) = 
also e,j/,t=^0; also a^=a', b^=b', e^^c', also a', b', c' 
konstant. 

Aufgabe 4. Den Schnittpunkt von g und t zu 
bestimmen, ^|x', a'; «ja, /^, /, n. 

Er sei S j g, tj, t, also haben wir, wenn A jx', y', 'i', 
g — x' ^ ^~_y'_ ^ C — ^' 

a' V e 

fo + ,;«+t/-n==,0 = Hg,,,g. 
Setat man wieder g — x' ^^ X a' , . . ., so hat man zur 
Bestimmung von k 

x'« + y7 + z'r-ii + Ma'« + b',^ + e'r) = 
=:= Ha + ;L sin i 

also — A = —. — 7- und 
sm 1 

31 g = x' r-V a' ; etc. 

^ sm 1 ' 

Ist sin i ^^ 0, so werden §, i;, t: ^ oo, auCser wenn gleich- 
zeitig Hi = 0, dann genügt jeder Punkt der G-eraden g der 
Gleichung der Ebene, die Gerade fällt ganz in die Ebene. 

Aufgabe 5. Die Ebene durch die Strahlen 



Die Bedingungen der Aufgabe 1 geben: a'« -j- . . . ^^ 0; 
a"K -f-- ■ ■ ^ und hieraus « :/J; ^-^ L^'c'J = \^ ^'\ '• [^'^"]'! 
da n = 

4) s[b'e"] + y[e'a"] + z[a'b"]=.0. 
Aufgabe 6. Unter welcher Bedingung liegen die 

Strahlen aj, a^, ag in einer Ebene? 

Die Ebene ist e = x [b^c^] 4- ... ^ 0. Der Punkt 
des Strahls a^ liegt in e; liegt noch der imendlieh ferne 
Punkt ä von a^, der \ la^ in e, so liegt a^ ganz in e, also 

5) a^ [b, Ca] 4- ... =--^ 0. 
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Der mit Determinanten vertraute Leser hat die Be- 
dingung in der Form 

^i ^j '^1 I 

a^ b„ 0.^ I = 0, 

üg bg Cg I 

welche aussagt, dafs die drei homogenen Gleichungen: 

xa^-|-... = 0, xa^-\- . . .^=0, xa.^-\- . . . = 
eine und aomit unendlich viele von x = y ===^ z = ver- 
schiedene Lösungen haben. 

Aufgabe 7. Die Gleichung der Projektion der Geraden 
AB auf die Ebene e. 

g { A, a', wo A jx', B Jl sei der Sehnittpnnkt, bestimmt 
durch 3), C die Projektion von A aaf £ { «, n sei { S', dann 
ist BC |-f^^-- Da AC { x, a bezw. { x', a (wo a, h, c 
die zum Strahl « gehörigen Richtungskoordinaten), so ist 

nach 3} ^' = x — Ha a nnd ^ — g' = H4 ("a ~-r\ 

' ^ ' ' V sm 1/ 

Aufgabe 8. Durch Eechnung zu beweisen: Die Fufs- 
punkte aller Geraden, welche vom selben Punkt A anFser- 
halb einer Ebene « unter gleicher Neigimg gegen e gebogen 
sind, liegen auf einem Kreise. 

fp ii -~^) = fp (-^i^ (a' — a ein i) j 

= ~7-^\(p{^) -X- sin^ if/>(a)^ 2 ein'-^ ij --=IIa^ 

Aufgabe 9. Den Winkel v zu bestimmen, vrelchen g 
mit einer beliebigen Gerade h in der Ebene e einschliefst. 

Wir können h durch B der Aufgabe 7 legen, die Kosinns 
ihrer Richtungswinkel seien u, v, w, dann ist nach Aufgabe 1, 
wenn a = if^ etc. :ua-j~vb-j-we:=; 0; 

__ \ sin i / "1" " ■ _ u a' -|- ■ ■ ■ __ cos (g h) 

9)(8_r) = r/.(s) + (p(r)-2</{sr), vgl. S. S. VIII g 21 
Gleichung 5, also 



cot'^ 
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n. Ebene und Gevade. 



6) cos r 



Der Winkel v heifst das Azimut der Geraden h, und 
wir haben hier in 6) rein analytiseh-geometriseii den Pytha- 
goras im Itaiim abgeleitet, 

Aufgabe 10. Unter allen Winkeln, welche eine Gerade 
mit Kiebtungen einer Ebene einsehliefst, ist der spitze 
Neigungswinke! der kleinste. 



§ 11. Ebene «nd Ebene. 

Es seien f { a, n (Abkfcaung für x cos a + y cos ß 
-\- z cos y — ü =r 0) und e { a\ n' zwei Ebenen (« . . stehen 
zugleich für eos « . .) und die zu «, «' . . gehörigen Eichtungs- 
koordinaten der Normalen n, n' werden mit a, . . a' . . be- 
^ieichuet 

Aufgabe 1. Der Neigungswinhe! von e und e'. 

Da er gleich dem Winkel zwischen den Normalen, so 
haben wir 

7) cos w = a«' -|-b/^ -^ e/ =:ffa' + ;5b' -l-j'c' 

und als Bedingung, dafa die Ebenen auf einander senkrecht 
stellen, 

8) aö'+b// + e/ = ßa' + /Jb' + 3'c' = 

und als Bedingung, dafs die Ebenen parallel, d. h. den Winkel 
hezw. 180" einschiiefsen, ganz wie in Aufgabe 3 § 10 
rechnend, 

9) a^a'; ß = ß'; y = 7- 

Sind e und e' in allgemeiner Form TJ { a, d gegeben, 
so gehen 8) und 9) über in 

8a) aa- + ... = 0; 9 ») 4 = -Jr = -°r. 

Aufgabe 2. Den Sinus des Neigungswinkels zweier 
Ebenen bezw. zweier Geraden zu bestimmen. 

Wir benutzen das System wie in Aufgabe 3 § 10. 
1) aß + b^-f e/3^1 2) aß'-|-b/S' + e/ = eoaw 
a' d -\- b' ß'-^ c' j-' ^ 1 ; a' ö 4" bV -1" '^' J* =^ ''"S w. 
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Wir multiplizieren die Gleielivmgen 1) und die Gleichungen 2) 
tind erhalten die merkwürdige Formel 

10) [be'] [ßy] + [ca'] [ya] + [ab'] [a(^] = sin^ w, 

a =-- <p' (3.) . . . a ^ F' («) sin^ /.... 
wo tp' (a) wie in S. S. VIII S. 85 die halbe Ableitung der 
homogenen Form 2. Grades q> nach a bedeutet, und F' (o) 
die entsprechende Bedeutung für die adjungierte Form hat; 
wenn wir [ßy] ■ ■ ■ mit n, v, w and [b e'] . . . mit x, y, z 
bezeichnen, so ist u=^F'(x), v=^F'(y), w^=F'(z) und 
nmgekehrt x sin- x ^= tp,!, (u, v, w), somit 

11) sin^ w — F (x, y, z) =r qü (u, v, w) : sin" /-, 

wo sin^ % die bekannte Bedeutimg hat des Sinus der 
Koordinateneeke, Aus 11) folgt unmittelbar als Bedingung 
des Parallelismus 

x^^y^^z = 0, u=:v = w^O. 
Aufgabe 3. Die Schnittgerade s zweier Ebenen zu 
bestimmen. Da s in beiden Ebenen liegt, so haben wir 
nach Aufigabe 6 § 10, wenn die Richtungskoordinaten mit 
A, B, C bezeichnet werden 

A« 4-6^ + 07 = 0; Aß' + B,S' + Cj''=:0 
und hieraus: 

A = (j-'u, B==(7-W, C^ff-'w, 
wo u.. die Bedeutung wie in Aufgabe 2 habe und «^ nach 
Aufgabe 7 § 9 gleich (p (u, v, w), somit o* = sin'^ y. sln^ w 
und die Richtung skoordinaten der gesuchten Geraden 

12) Ä = - J^L. B= . t»";] ; C=.. . '"''T . 
Sin IC sm w ' sin x sin w sm •/ sm w 

Um die Gleichung der Geraden ku erhalten, bestimmt man 
am einfachsten den Punkt, in dem die Gerade eine der 
Koordinatenebenen, z.B. die y-Ebene schneidet; für diesen 
Punkt Xj, Zj, yj ^ ist 

_iyQl. _„. __ [n«'] 
^^- [ya'Y y^-^' '^- \Yuy 
Aufgabe 4. Die Gerade zu bestimmen, welche auf 
zwei Geraden g und g' senkrecht steht, und den kürzesten 
Abstand zu finden. Vgl. Aufgabe 22 § 9. 
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Da die Gerade s in Aufgabe 3 auf den Normaleu von 
t und E senkrecht steht, so haben wir, wenn g ( x', a, ß, y 
und g' {x", a, ß', / die beiden Geraden sind, dieselbe 
Gleichung zur Bestimmung von A, B, C wie in Aufgabe 3 
und erhalten dasselbe Resultat, nur bedeutet w den Winkel 
zwischen g und g'. Da k der Abstand der beiden parallelen 
Ebenen ist, welche wir durch g ]| g' und durch g' parallel 
zu g legen können, so ist (k^d): 

d--=(x,-xOf/(A) + ... 
d sin w = sin -/ (x^ -— xj [b c'] -f~ ■ - ■ 

Die Formel ist insofern noch allgemeiner als die frühere, 
als die Funkte x^, . . und x^ nur in je einer der beiden 
parallelen Ebenen zu liegen brauchen. 

Auch die Formel 15) 
B des § 9 ergiebt sich ohne 

-*' weiteres aus dem doppel- 

ten Ansdruck des Te- 
traeders V (Fig. 14). 
Sind Ae, Ae' zwei Pa- 
rallelen zu g und g in 
einer der Ebenen, so ist, 
wenn A c und A c' gleich 
1 und AB gleich n, wo 
also n eine beliebige 
Verbindungsstrecke 
Fig. 14. zweier Punkte je einer 

der beiden parallelen 
Ebenen, b V = u sin E ^ d sin w. Auch die Lösung von 
Aufgabe 42 ist ohne weiteres da; ebenso gilt der Satz in 
Aufgabe 27 § 9 mit der Erweiterung auf eine beliebige 
Yerbindungsstreeke beider Ebenen. Grnnd: Jede Ver- 
bißdungsstrecke läfst sich ohne Änderung der Richtung und 
Gröfse so verschieben, dafs sie beide kreuzende Geraden 
schneidet. 

Aufgabe 4a. Durch geometrische Konstruktion eine 
beliebige Yerbindungsstreeke der beiden durch zwei Kreuzende 
bestimmten Parallelebenen so zu verschieben, dafs sie beide 
Kreuzende schneidet. 

[Man verschiebe die Gerade parallel, bis sie g in A 
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§ 11. EbeDO und Ebene. 61 

schneidet und die Ebene durch g' in B, ziehe durch B die 
Parallele zu g, welche g' in C schneidet.] 

Ebenso erhalten wir ohne weiteres die Beding;Hng dafür, 
dafs zwei Gerade sieh schneiden, wieder mit der angegebenen 
Erweiterung. 

13) {x,-xJ[bc) + ...^0, 

in der die Richtnngskoordinaten dnrch beliebige Kiehtungs- 
faktoren ersetzt werden können. 

Die Grleiehung 13) ist sicher erf ßUt, wenn wir (Xg — x^) 
= ^a' oder ^^a setzen; da dies hedentet, dafs Pnnkt x^ 
auf g' hezw. Punkt x^ auf g liegt; es ist daher identisch 

13a) a[be'j+... = 0; a'[be'] + ...^0 
and dieser Haupt-Determiüantensatz somit geometrisch er- 
wiesen. 

Auch die Aufgabe 38 § 9 erhält hier sofort ihre Lösung; 
ist §, »2, t ein Punkt der Geraden 1 ¥on bestimmter Richtung 
o, p, q, welche g und g' sehneidet, so sind nach 13) ihre 
Gleiehnngen : 

14) (g-xO[bq] + ...-0; (g ^x,) [b'q] + . . , = 0. 

Da 14) die Gerade 1 als Schnitt zweier Ebenen in der 
Form U darstellen, so entsteht 

Aufgabe 5. Die Schnittgerade S der Ebenen U, -- 0; 
Uj ^^ in der gewöhnlichen Form darzustellen. 

Wir wählen eine von Aufgabe 3 abweichende Methode, 
^iie, im Prinzip einfacher, etwas mehr Rechnung verursacht. 
Sind x^; x^; Xj drei Paukte einer Geraden, so kann man 
ihrer Gleichung die Form geben: 

15) ?.— ^_ -^ y —y^ ^ z — z, 

x^ — Xg "■ Ji — ya Zi — «s' 

Wir wählen als die drei Punkte diejenigen, in denen die 
beiden Ebenen U^ = ax-}- ■ ■ ■ — 0; U^ = a'x-f . , . = 0; 
gemeinsam die Koordinatenebenen schneiden, und erhalten 
nach leichter Umformung 

Beispiel; Die Schnittgerade der Ebenen x^ay + 1); 
z = cj + d. 
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Aufgabe (3. Die Glciehung einer Ebene durch g|x^, a. 

[Die erste Gleichung 14), wenn darin | j] C als 
variabel angesehen werden, denn diese Ebene enthält 
den Punkt x^ und wenn x irgend ein zweiter Punkt von g, 
80 ist X — X, ^J,a und damit nach 13a) die Gleichung 
auch von x erftlllt.j 

Aufgabe 7. Die Ebene durch A { x^ und die 
Gerade g { x^, a. 

Man kann die Gerade, welche A mit dem Pnnkt x^ 
verbindet, als die Gerade I von Aufgabe 38 § 9 bezw, 
Formel 14) aoaebeo, dann sind o, p, q proportional s^ — s, 
ete. und man erhält: 

17) (X — xJ[b(z,-z,)l + ...-0. 

Ist g eine der Achsen, z. B. die y-Achse, so ist für 
sie a =^ 0, b ^^ 1, e ^ 0, und für x^ kann man den Null- 
punkt wählen, also alle 3 gleich Null setzen und hat somit 
als Gleichung der Ebene durch einen Punkt A und die 
y- Achse: 

17a) zs^ — xz^ = [x„z] ^ 

bei beliebigem Achsensystem. 

Ist g durch einen zweiten Punkt x^ gegeben, so sind 
a ete. proportional x, — x^ ete. und man hat, wenn ^, j;, g 
die laufenden Koordinaten bezeichnen 

18) (5-x,)[(y,-j,)(a,-.,)] + ... = 

als Gleichung der Ebene, welche durch drei ge- 
gebene Punkte bestimmt ist (und die Eliminination in 
§ 9 S. 42 ist ohne Rechnung vollzogen). 

Aufgabe 8. Die Ebenen durch die parallelen Geraden 
g { x^, o; g' { Xg, o entweder als Spezialfall von Aufgabe 7, 
indem Ä { x^ gesetat wird, oder als Spezialfall von 
Gleichung 18, indem Xj. als der in der Richtung o, p, q 
unendlich ferne Punkt geset/i wird, also z^ ^ z^ = J. q. 

Aufgabe 9. Die Ebene, welche durch die sich 
schneidenden Geraden g ( s„ 0; g' ( x,, 0'; gelegt ist, 

14a) (g-xJ[pq'] + ... = 0. 

Aufgabe 10. Die Ebene, welche durch g zur Ebene 
£ I ax -^- . . . -|- d ^= senkrecht ist. 
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Die Gleiehuiig der von einem Punkt x^ auf g senkreuht 
zur Ebenen s gezogenen Geraden ist als Parallelen zur 
Normale n von e: 



F'(a) ¥'{h) F'(c) ' 

wo die Bedeutimg von F' (a) ete. in Aufgabe 2 erklärt ist, 
und somit die gesuchte Ebene durch 14) bestimmt. 
Aufgabe 11. Die Schnittgerade der Ebenen 

ax -|- by -|- CK = 0; x -|- j -\- z ^= 0. 

Aufgabe 12. Die Ebene durch g|-,— - — ^ — ^~ — 
"Ib — c c — a 

:^ vuid den Punkt a, — ■ b, b — a; die Ebene durch 

a — b l 

g und den Punkt 1, u-^n"; — j 

Aufgabe 13. Der Winkel zwischen den Ebenen 
x-|-y — z^O und X— y-|-z^O? wenn A = /t ^ ;> =^ 90", 
(Neigungswinkel des regulären Oktaeders). 

Aufgabe 14. Der Winkel zwischen den Ebenen 
x + y + z = 0; x + y — 2z==0? 

Aufgabe 15. Die Gleichung der Ebene, welche den 
Winkel zwischen zwei gegebenen Geraden durch halbiert 
and auf ihrer Ebene senkrecht steht. 

Die Aufgabe ist ein Spezialfall von Aufgabe 10. Die 
betreffende Gerade geht durch die Gerade b 1 0, a + a' 
[vgl, Aufgabe 17 § 9] und steht auf der Ebene der beiden 
Geraden senkrecht, also enthält sie die Gerade 



F'([bc']) F'([ca']) F([ab'])' ' ' " < 


' 


Ihre Gleichung ist nach 14), da x,' = 




X [(j. a' - / «) (c + e) - («/T - ßa) (b + b')J + . . 


.^0 


und mit Benutzung von ßa-|-,..^=l; u a,' -\- . . 
a a' -f . . . = ß a -|- , . . = coa (/i, wenn man 1 — 
heraushebt 


. = 1: 
- COS fj! 


18a) x(a + «) + y(/^ + ^') + z(;' + r) = 0. 
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Aufgabe 16. Durch Rechnung zu verifizieren, dafs die 
beiden Ebenen sub 18) aufeinander senkrecht stehen. 

Wegen der Homogenität der Gleichung 8) kann man 
gemeinsame Faktoren weglassen and z. B. a — a' . . . als die 
Richtungakosinus der einen Ebene, «-[-«' als die der andern 
a" ansehen; dann ist a." \t {a-\-a) { a-|- a' und (a — a') 
(a + a') + . . = « a + . . . — («' a' + . .) = 1 — 1 = 0. 

Aufgabe 17. Die Gleichung der Ebene dnrch 0, 
welche mit den Achsen gleiche Winkel bildet (symmetrisch 
liegt). 

Da für die Achsen wie auch Xfiv seien, a = l, 
b=.0, e=-0, a--0, b = l, c = 0, a-=0, b =- 0, c=.l, 
so ist (i =1 ß r=L y =^'> und die gesuchte Ebene 

X -[- y + Z = 0. 

Aufgabe 18. Die Gleichung der Ebene durch 0, 
welche mit drei Strahlen gleiche Winkel bildet, welche selbst 
untereinander gleiche Winkel bilden. 

Die Aufgabe ist im wesentlichen: die Gleichung eines 
Strahles zu finden, welche mit den drei Achsen, welche 
gleiche Winkel bilden, gleiche Winkel bildet. Da « =: ß= y, 
so reduziert sich F {aßy) ^ sin^ h auf « - . 3 (1 — A)^ = 1 — 3 A^ 

-f 2^^ also «^=-^t =ß^; die Gleichung der Ebene 

1 _l_ 2 cos cp 
wird bestimmt durch ßx^-|"-- = Pj wo p-;^- — — „ — — , 

a Xj -[-.. = p, ß x<, -j- . . ^ p, und wenn die Ebene durch 
geht a { [(y^ — yj (z^ — z,)l ete. 

Aufgabe 19. i = fi = v = 90''. .Die Gleichung der 
Ebene, welche von der Hauptdiagonaie eines Würfels, dessen 
eines Dreikant die Koordinateneeke ist, während die Gegen- 
ecke die Koordinaten -]- a, -|- a, + ^ ^^^t ^i^ Dritte! ab- 
schneidet nnd auf der Diagonale senkrecht steht; in welchen 
Linien schneidet die Ebene die Koordinaten ebenen? 

Resultat : x -(- y -|- z = a. 

Aufgabe 20. Analytisch za verifizieren, dafs jede Gerade 
die mit einer Ebene, d. i, eine Fläche ersten Grades (eine F^ 
nach Keye), zwei Punkte gemein hat, alle Punkte mit ihr 

■ i hat. 

Beliebiger Punkt: x^ -]- A x^ . . . 
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Aufgabe 21. Ebene, welche zwei verschiedene Rich- 
tungen enthält, nach Aufgabe 1 ao' -{-... ^^0; ceo" -]~ . . . 
=^ 0; a proportional [p' q"] . . , 

Aufgabe 22. Bedingung dafür, dafs drei sich Kreuzende 
der Kiehtung naeh in einer Ebene liegen. 

Aus 1 folgt i^^iP4^J94l und dies ist 
op"J [pq"] [qo']' 
identisch mit o [p q"] -[-■■■ ^ 0, was direkt Aufgabe 5 
ergiebt. 

Aufgabe 23. Durch Keehnung zu beweisen: Zwei 
Ebenen stimmen entweder in einer Richtung, der Richtung 
ihrer Sehnittgeraden, ilhereiii oder iü allen Richtungen. 

Die gemeinsame Richtung sei o, p, q, dann ist nach 14) 
o=[b(i]; o' = [b'q]; (»=[»o]; ;S' = [c'o]; 
j' = [apl; / = [a'pl, 
also für die Sehnittgerade, welche \ [ßf] etc.; 
|,S/] = of; [,a'] = pf;[ofl = (lf, 

also die Sehnittgerade { o, p, q; aufaer wenn f ^ 0. f ist 
aber — o [b c'] -P P [e a'] + q [a b'] und f = ist geometrisch 
identisch mit der Bedingung, dafs die Strahlen o, a, a' in 
eine Ebene nnd analytisch mit dem Gleichungssystem 

i^'ili — SlSL = t'^p] ^ _^ =, A = -L 
[b'q] "■'"" [c'o] [a'p] a" ß' y' 

d. h. mit dem Parallelismus der Ebenen. 

Aufgabe 24. Die Glelehang einer Ebene, welche 
dnrch die Schnittgerade der Ebenen « {et,« unde'l«', n' 
hindurchgeht. 

Aufgabe 6 in Verbindung mit Aufgabe 3 bezw, Formel 14} 
und 12) geben, wenn a, b, c beliebig, 

wo = [/?/]; p-=[;'a']; q = [aß']. 

Die Rechnung ergiebt [bql^a^' — cc't wo t'^an' 
-j-b/y-j-cy'; T::^aa-[~^i^~r'*/i ""^^ ^^^ Symmetrie 
sofort [co]^j?Tr' — ß'r; [ap] ^= j-t' — j-'t; also das kon- 
stante Glied ist — N, wo 
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also N =1^ n t' — n T nDii die gesuchte Gleiehung 

19} H = r'6 — *-£' = {s — aE' — Q 

■wo ff L'ine beliebige Konstante. Dafs jeder Punkt der 
Schnittlinie, für den also £ und e' gleichzeitig verschwinden, 
der Gleichung 19) genügt, ist unmittelbar zu sehen. 

Aufgabe 25. Die Gleichung der Halbieriuigsebeuen 
des Winkela zweier Ebenen. 

Gleichung 7) gieht, da cos w =^ + cos w', -p' = + t, 
aufser wenn a a' -f- . - ■ = « a' -]-..:=+ 1, d. li, die Ebenen 
parallel, also 

19a) H = e + e'--=^0. 

Aufgabe 26. Den Schnitpankt dreier Ebenen e{u . .a, 
e' ^ ß' . . n', e" = a" . . a" zu bestimmen. 

Auflösung dreier Gleichungen ersten Grades. Resultat 
Tgl. Äutgabe 3 

^,=[^ß'/']:[«ß-/'] et». 

Aufgabe 27. Bedingung, dafs vier Ebenen «..«'" 
sich in einem Punkt schneiden. 

j c, iS j. n 

I « " r f n" 
Aufgabe 28. Die Bedingung dafUr, dafs vier Punkte 
Xj . . bis X, in einer Ebene liegen. 

Auflösung der vier homogenen Gleichungen 
Xk a + yk f' + Zt ;i' — n ti = 
wo tk eine Hilfsvari-ible, die gleich 1 gesetzt werden 
kann, also 

! ^1 Ji. h 1 i 



= 0, 



D (1 2 3 4) rz 



= 0. 



^■2 Jl h 1 I 

i y* i^* 1 I 

Indem man einen der Punkte, z. B. Xj, zum Anfangs- 
punkt des parallel verschobenen Koordinatensystem macht. 
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erkennt man, dafs — ■ sin z D das Volumen des duruh die 

16 I 

vier Punkte bestimmten Tetraeders ist (vgl. Aufgabe 26 § 9). 

Aufgabe 29. Die Sehnittgeraden der Ebenen 
ax — y-]-bz; x^ay-|-cz; za^ey-|-bxi 
wenn a^l — e^) — a (b^ + 1) + 2 b e = 0. 

Aufgabe 30. Der Ort der Mittelpunkte der Ver- 
bindungsatrecken zweier Kreuzenden, welche ein und der- 
selben Ebene parallel sind, ist eine Gerade (T). Vg]. Auf- 
gabe 42 § 9. 

Aufgabe 31. (T) Wenn die drei Ebenen x^ay-|-b_K; 
y=^az--i-cx;z=^bx-4-ay sich in einer Geraden schneiden, 
so ist die Gleichung dieser Geraden 

l ^ y_ ^ jl 



yGoosle 



m. Abschnitt. 

Der lineare Komplex. 

§ 12. Die gerade Linie in Linienkoordinaten. 

Setzt man in 17) für A den Nullpunkt ein, so erhält man 

1) (x-x,)[y,c| + ... = 0. 

Die Gröfaen : (y^ c — a^ b); (n, a — x^ c); (x^ b — y^ a) 
sind also den Riehtungskosinus der Ebene g proportional. 

Legt man durch g eine Ebene, welche einer der Achsen, 
z. B. X parallel ist, so ist — (cf. § 11 Aufgabe 7) o= 1, 
p^O, q = und Aufgabe 21 § 11 bezw. Formel 14 § 11 
giebt: (y— y,) e — (?. — z^)}» ■= oder yc — zb:=:y^c — z,b 
= [y,c]=.A. 

Kombiniert man diese Gleichung mit der Gleichung 
X = 0, ao stellt sie die Gerade dar, in welcher die Parallel- 
ebene durch g zur x-Äehse die x-Ebene sehneidet, d. h. 
die Projektion der Geraden auf die x-Ebene. 

Wir haben also als Gleichungen der drei Projektiona- 
ebenen das System: 

2) [ye] = Ai [zaJ-B; [xb] = C, 

worin a, b, c die drei Richtungskoordinaten oder auch drei 
zusammengehörige Riehtungsfaktoren der Geraden g sind, und 
A, B, C den Riehtungskosinus der Ebene g proportionale 
Zahlen sind. Durch zwei von diesen Gleichungen ist die 
dritte bestimmt, da identisch: 

3) aA + bB + cC = 0, 

was a priori klar, da 3} nur ausdrückt, dafs die Richtung 
Jer Geraden g in der Ebene Og enthalten ist. 
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, Die gevade Linie in Linienkoordinaten. 



69 



Die sechs Gröfsen a . . . A . . ., zwischen denen 3) be- 
steht, bestimmen die Gerade g, es sind daher Koordinaten 
von g, sie heifsen Pllleker'sehe Koordinaten der Linie 
oder kurz Linienkoordinaten, sie empfehlen sieb durch 
die Allgemeinheit ihrer geometrischen Bedeutung. 

Da die Ebenen 2) durch Multiplikation der Gleichungen 
2) mit einem beliebigen Faktor sieh nicht ändern, so hängt 
die Lage der Geraden nur von den Verhältnissen der Gröfsen 

ab, z. B. — , — , und da zwischen diesen fünf Gröfsen. noch 

a a 
die dureli a dividierte Gieiehung 3) besteht, so sind nur 
vier von ihnen beliebig, und wir haben im Raum eine 
i»*fache Sehar von Geraden. 



Aufgabe 1. Die Gerade ist in Linienkoordinaten ge- 
geben, die Koordinaten von zwei ihrer Punkte durch diese 
auezudrtteken. 

Die Gerade schneide die z-Ebene in C, so ist C ein 
Punkt der Projektion von g auf die z-Ehene und gehurt zu 
X =^ — B : c, wie aus der zweiten Gleichung 2) folgt bezw. 
aus der Fig. 15, denn wenn die Gerade g die y-Ebene in 
B schneidet und man B C dnrch Parallele zu den betreffenden 
Achsen In B'C auf die x- Achse projiziert, so ist C der 
Punkt, in welchem die Projektion von g auf die y-Ebene 
die X-Achse schneidet, und B' der Punkt, in welchem die 
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Projektion von g auf die z-Ebene die x-Aebse schneidet, 
also B' = C : b nnd 

(_B Bb + Ce , A ^ ,,(C „ — A 

C <, 1 ■ oder — ; 0: B { ,- ; 0; — r— ■ 

l c ' ^ ac e ( ' b 

i'tlr den Punkt A, in dem g die x-Ebene sebneidet, ist 



Der Zusammenhang zwischen den Plücker' scheu Ko- 
ordinaten und der Bestimmung einer Geraden durch einen 
Punkt nnd ihre Kiehtungsfaktoren kommt bereits in der 
Definition der Linienkoordinaten zum Ausdruck. 

Aufgabe 2. Die Gerade ist durch zwei Funkte 1 
und 2 gegeben, ihre Linienkoordinaten? 

Da a { Xg — Xj, so ist 

4) ?_. = 5__.,_ «_.--= -^ 

— B „ _ C_ 

-Kx,J-[x,jJ 

Aufgabe 3. Die Bedingung, dafs zwei Gerade a, A 
und a', A' sich sehneiden, in Linienkootdinaten auszudi-iicken. 
Unmittelbar aus 4) giebt § 9 Aufgabe 19, wenn man 
den Schnittpunkt als x^ wählt 

5) aA' + bB' + cC' + Aa'+Bb' + Cc' = 

:^Zaib3 + ^; 

letzteres, wenn die Koordinaten von g mit a^ bis a^ und die 

von g' mit b, bis bg bezeichnet werden und bg^-k^^hk ist. 

Aufgabe 4. Der Bedingung 5) die Form zu geben; 

5a) {a + a') (A + A') + (b + b'} (B + B') 

+ {c + c'}(C + C') = 0. 
Auf g ab e 4 a. Die Bedingung 5 direkt aus den 
Gleichungen 2) der Geraden in Linienkoordinaten herzuleiten. 
Aufgabe 5, Die Bedingung 5 bezw. 5a in Einklang 
zu bringen mit § 11 Aufgabe 24. 

Ans der Form 5 a ersieht man, dafs, wenn x^, x^ zwei 
Punkte auf g und x,\ x^' zwei Pnnkte anf g', die Form 5a, 
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von einem konstanten Faktor abgesehen, das Volumen des 
Tetraeders der vier Punkte darstellt. 

Aufgabe 6, Durch Eecimung au zeigen, dafs die 
Linienkoordinaten, von einem konstanten Faktor abgesehen, 
sich nielit ändern, wenn man die beliebigen Punkte 1 und 2 
der Aufgabe 2 durch zwei andere, 3 und 4, auf g ersetzt. 



Aufgabe 7. Die gerade Linie kann ebenso gut wie 
man sie als Verbindung zweier Punkte ansieht, aueli als 
Schnitt zweier Ebenen u, x-]- v^y-|-WjZ — 1^0 und Uj x . . 
angesehen werden; es sollen die Linienkoordinaten durch 
die Koordinaten u ete. der Ebenen bestimmt werden. 

Man wählt die beiden Punkte x,, x^ von Aufgabe 2 in 
der Schnittlinie, dann wird das Liegen beider Punkte in 
beiden Ebenen auegedrückt durch die vier GHeiehungen 
l)u,x,4--...--0; 2) u,x,-f...-=0; 3) u,Xj + ... = 0; 
4) Uj Xg -^ . . . =: 0. Subtrahiert man 2 und 1, 3 und 4, so 
folgt 



1) 



» — n, 



h'i^a] KuJ \u^\\\ 

Subtrahiert man 3 und 1, 4 und 2, so erhält man 

' [ja] Kii,] hj.) ■ 

Man Überzeugt sieh leicht, dafs ).fi-{-l^^-0 ist, denn 

[y. \] = [Ji ('''* — h )] = /- (["i vj] yi — [Wi u^l h I) 

= ^ ("i (^a yi + w, z,) — u, (v, y, + W^ Z,) 

und mit Benatzung von Gleichung 1) und 2) der Aufgabe: 

[yiK2] = ;^(u, (— u^Xj + l) — na(— u,x^ + l)) = J.(Ui— Uä) 

somit 

Ifi ^- 1 ^ 0. 

Nennt man also die den Punkt-Linienkoordlnaten x^ — ^i j 
[y, ZjJ entsprechenden Ebenen -Linienkoordinaten Ug — «, ; 
[vj Wg] etwa a', A', so findet eine merkwürdige Umkehrung 
statt, insofern die kleinen Ebeuenkoordinaten gleich den 
grofsen Linienkoordinaten und die grofsen den drei kleinen 
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mit mügekelirten Vorzeichen gleich sind. Hierbei ist von 
dem tinweseiitliohen konstanten Faktor /.t abgesehen. 

Aufgabe 7a. Die Bedingungen anzugeben dafür, dafs 
eine durch ihre Linienkoordinaten a, A gegebene Gerade g 
in einet durch ihre Aehsenkoordinaten gegebenen Ebene e 
liegt. Die Aufgabe kann entweder auf Aufgabe 1 zurück- 
geführt werden, da die Punkte A, B, C derselben in « 
üegen mtissen, oder direkt mittelst Aufgabe 7 gelöst werden, 
indem man u^ ^u setet, u^ = ^A-^u; v^ = J.B -|-t; 
Hj Va — Vi U5 ^ A (B u ^ — A v) e — ■ X e, also 

III) Av — Bu = c; Bw — Cv = a; On — Aw--b. 
Dies System III zieht die Gleichungen: 

au-[-bv -]-cw = und aA4- hB 4- eC^^ 
identisch nach sich; deren erste aassagt, dafs der anendlich 
ferne Punkt von g (bezw, jeder ihrer Parallelen) in s liegt, 
deren zweite schon siib 3) gedeutet ist. 

Wir haben also zwischen den 5 Verhältnissen von a, A 
drei Gleichungen, und es bleiben zwei unbestimmt, woraus 
die bekannte Thatsache folgt, dafs die Ebene eine zweifach 
unendliche Schai von Geraden enthält. 

Aufgabe 8. Den Winkel zweier Geraden durch ihre 
Linienkoordinaten zu bestimmen. 
Nach § 9 Formel 10: 

^ y'l?Q+J' y' ''''^ + " 'P i'Ü -. ^ cos <p 

Aufgabe 9. Den Abstand zweier Geraden zu bestimmen. 
Da die Gröfse T aus S. 51 dem Ausdruck S=^aA' 
-|-..Aa' proportional ist, so erhalten wir 

, . sin ic S sin K S 

k sin V ^^= -- — "■ ■■ = — -— , 

yf|p(a, b, c) (/) (a', b', c) ^ 

Der Kenner fällt weg, wenn a, a' die ßiehtungskoordinaten 
sind. Die Gröfse k sin v helfet oft: Moment der Ge- 
raden gegen einander. 

Aufgabe 10. Die Momente einer Geraden gegen die 
Achsen in Linienkoordinaten zu bestimmen. 

Die Koordinaten der Achse x sind a' ^ 1, b' = 0, c' = 0, 

A' = 0, B' = 0, C = 0, also k sin v^ -= ^-'^ '^--^-, d. h. 
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Die Linienkoordinaten A, B, C können aocli 
definiert werden als Gröfsen, die den Momenten 
der Geraden g;egen die Achsen proportional sind. 

Aufgabe 11. Zn beweisen: Die Linienkoordinaten 
a, b, e können den Momenten der Geraden g gegen die 
unendlich ferne Gerade der x-, y-, z-Ebene proportional 
gesetzt werden. 

Für die nnendlich ferne Gerade der x-Ebene ist 1) wie 
für alle Geraden der x-Ebene x^ — Xj=;a=^0 — = 0. 
Wenn wir als Punkt 1 den Schnitt mit der y-Achse und 
als Punkt 2 den Schnitt mit der z-Achse wählen, eo ist 
2) y^ = w, Zj — 0; y^ = 0, z^ ~ w, also a' — 0, b' = — w, 
c' = w; A'=ww— 0.0 = w«; B'=- — w.O, C = — O.w; 
es kann — w.O gleich — 1 gesetzt werden imd dann 

, . sin X w^ a _ , . sin :t w- b 

sin v,^ — ^ , „„ — p ' 

, , sin X w^ c 

k sin v„, -TT^ , 

P 
Hervorzuheben ist, dafs nur die Möglichkeit der Annahme 
erwiesen ist. 

Aufgabe 12. Den Abstand zweier paralleler 
Geraden in Linienkoordinaten auszudrücken. 

Sind a b e die Richtungskoordinaten, also (p (a, b, c) = 1 
nnd a, ß, y die Richtun^kosinus, sind die groföen Koordinaten 
von g gleich A, B, C, die von g' gleich A', B', C und sind 
n V w die Riclitungsfaktocen der Abatandslinie, so ist 
Uß + y,? + wj' = 0; u(A-A') + v(B-B') + w(C-C')=0, 
also wenn A — A' = ?t gesetzt wird. 

u;^{s- — X(|)^ = /3®- — y^g, für i ergiebt sich mit 
Benutzung von aa-|-b(9-|-cy^l ohne Mähe 1, und somit 
für den Abstand d: 

d^ = (p (n, v, w) 

sehreibt man für u : /^ 6 — y S5 -|- ^ 3t etc., und wendet die 
Formel an: 

vCxi + Xa + ^i»; yi + Jii + yäi KiH-Za + ^s) 

= Z: 9> (Xk) H- 2 X, 7), (X,) + 2 y, f/i, (y,) + 2 z, <p, (z,) 
+ 2 X, <Pi (x,) + . . . ^^ 2 X, <-/>, (Xg) + . . . 
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und setel x, = »l; x, = j-SI; x, =; — |SS(, etc., so ist 
ä" = y (u, V, w) = W ip (0, r, — |S) + SB* rp (~ J-, 0, o) 
+ 6'rf(A-c.,0) + 28(S(|»y,(-J', 0,0) -.%(-,, 0,0)) 
+ 2 6 a (? r/., (0, ,, - fl - o ,., (0, )-, - B 
+ 2.SlS8(-;"/..(0,;',-fl + O(p, (0,^-/3) 
uöd hieraus, wenn die zu (p adjun^erte Form x" (1 — V^) 
-|- . . 2yz(/ti — 1') ete. wieder F genannt wird 

d^ = 9, (a, b, c) F (9f, SS, E) ~ sin^ z (Sta + S5b + ec)^ 
wo sin^ K = (1 — (J.- --|-ft* + ''^} + 2 Aftv) ist. 

Da <p (a, h, e) ^^ 1, und ?[a -\- 93b + Se = 0, so baben 
wir 

d= ^^-. ,p (u, V, w) -= F (9t, *8, 6). 
Sind a, b, c Richtuugsfaktoren, so ist die rechte Seite durch 
(p(&) zu dividieren; für reehtwinldige Koordiüaten erhalten 
wir 

(1^ ^ W' + 93^ + e^ =:= (A - A')" + (B — BT + (0 " 0')-, 
wo a ^ a ete. 

Aufgabe 13. Den Abstand eines Punktes P' s 
^^on einer Geraden g in Linienkoordinaten auszti- 
drüeken. 

Da wir durch den Punkt P die Parallele zu g zeichnen 
können, so ist die Aufgabe in Aufgabe 12 gelöst, sobald 
wir für A' ete. setzen ye^zb etc. 

Aufgabe 14, Wann liegt ein Punkt P|§ auf der 
Geraden g | a, A ? Verbindet man einen ganz beliebigen 
Punkt Q { g', '»]', ^ mit P, so mnfs PQ die Gerade g schneiden. 
Die Bedingung 5) S =^ mnfs also für jeden beliebigen 
Wert der g', i]', 'C erfüllt sein, d. h. die Koeffizienten der 
S,' ete. in S müssen verschwinden, also 

(5) A = Ci/ — bt; B=:at — cg; C=:b| — aij. 
Das konstante Glied k'g^'&'r]^G'C versehwindet 
dann von selbst, ebenso ist der Bedingung 3) von selbst 
genügt; bezw, folgt die 3. vom System 6) aus den beiden 
ersten, in 3) also können nur die Verhältni^e der kleinen 
Koordinaten von g willkürlich angenommen werden, wenn 
der Punkt 'i gegeben ist, d. h, durch einen bestimmten 
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Punkt im Raum geht eine uneiidUeh-fache Menge 
Ton Strahlen. 

Aufgabe 15. Die Bedingung dafür, dafs die 
Gerade g{ a, Ä in einet Ebene e liegt. 

£ {xa-j- yv-t-zw — l^^^O; die Gerade mufs die 
Sehnittgerade von e mit jeder beliebigen Ebene j; ) u' x -|- . . 
^^ schneiden, das giebt mit Hilfe von Aufgabe 1 

6a) a^=Cv — -Bw; b^^Aw — Cu; e=^Bn — Av. 
Das Verschwinden des konstanten Gliedes folgt dann mit 
Notwendigkeit, Die Ebene enthält also eine oo'fache 
Schar von Geraden. 

Aufgabe 16. Durch zwei parallele Geraden die Ebene 
3U legen. g[a,A; g'{aA', die Ebene sei us-|- vy -|- "'^ 
H-t^O. 

6a) ergiebt: 

7) X (A-A') + y (B-B') + k (O-C) — (BC - OB') : a. 
Das konstante Glied ist ebenso gut — (CA' — CA) : b 
oder — (AB' — BA'):c. 



§ 13. Der lineare Komplex. 

Jede Gleichung zwischen den 6 Linienkoordinaten hebt 
aus der co*fachen Schar aller Geraden eine »"fache heraus, 
welche Linien- oder Strahlenkomplex heifst; Zeichen k. 
Ist dieee Gleichung vom ersten Grad, so heifat der k 
linear — W — . Die Gleichung, welche einen k definiert, 
darf aber nur von den Verhältnissen der Linien- oder 
Strahlenkoordinaten abhängen, weil die Gerade selbst nur 
von diesen Verhältnissen abhängt, d. h, die Gleichung mufs 
homogen sein. 

Ein Beispiel eines k^ lieferte die Gleichung S ^= aÄ' -|- - . . 
-(- Aa' -f- ■ ■ ^ 0, siß definierte den speziellen Komplex 
aller Geraden, welche die gegebene Gerade a, A schneiden. 

Es sei k^ definiert durch die Gleichung: 

7) D.a + Dsb + DgC + d^A + d.B + d^O^O, 
wo die d und D Konstauten sind. Damit eine Gerade des 
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k durch den Paukt P | x^ . . gehe, mufs 7) mit 4) kombiniert 
werden. Dies giebt 

8) D,(^-s,) + ...dJy,z] + ...---=0. 
Diese Gleichung ist in x, y, z linear und ist erfüllt, wenn 
X = Xj ist, sie stellt also mit Einer Ausnahme eine Ebene e 
dar, welche durch P geht, also 

In jedem linearen Komplex gehen durch jeden 
Punkt unzählig viele Strahlen des Komplex, 
welche eine Ebene bilden. 

Diese Ebene e heifst dem Punkt P als Po! zu- 
geordnete Polare. 

Aufgabe 1. Die Ausnahme des Satzes zu untersuchen. 

Die Ausnahme tritt ein, wenn 8 identisch erfüllt ist, d, h. 
wenn gleichzeitig Dj — d^yj+d^Zj^^^O; D^— djZj-|-dBXj=^0; 
Dg— d,x, +d, 7 = 0; DjX, +D,y, +D, Kj=0, d.h. 
aber nach Aufgabe 12 § 12 der Komplex ist der 
spezielle Komplex S^^O, die d, D sind die Ko- 
ordinaten einer Geraden s and Punkt P liegt auf 
der Geraden s { d^ . . D^. 

In diesem Falle gehört jede Gerade durch P zum Komplex. 

Da man auch sagen kann, alle Straklen des k', welche 
in £ liegen, gehen durch P, so gehört ku e wieder P, zu 
jeder Ebene ist ein Punkt zugeordnet (anfser?) 

Aufgabe 2. Diesen Satz durch Rechnung zu beweisen. 
Sei e { u^ X -f- v^ y -j- w, z — 1^0 und in ihr liege 
g { a, A, so ist nach Aufgabe 7 § 12 

alle diese Ebenen gehen durch g und den Punkt 
_ Dg w, — D|. V, + d^ 
' d, Uj -|- dj Tj -|- dg Wj 
also 

Injedemk' liegen in je der Ebene oo viele Strahlen 
des k^, welche alle durch den Punkt P der Ebene 
gehen; eine Ausnahme tritt für den speziellen Komplex 
S =^ ein, wenn die Ebene durch s geht, dann gehört jede 
Gerade der Ebene zum Komplex 
oder: 
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Es sei K { u X -|- V y -]- w z — 1^0, g^ und g^ zwei 
Strahlen des k' in e, P ibr Schnittpunkt, dann liegen alle 
Strahlen von P auf e und die Gleichung yon e ist { 7). 
Dies giebt für P wieder die vorigen Gleichungen, also die 
Strahlen des k^ durch einen Punkt erfüllen eine Ebene 
durch den Punkt, die Strahlen einer Ebene wieder einen 
Punkt in der Ebene. 

Man betrachte nunmehr die Strahlen durch eine Gerade g. 




Es seien A und B zwei Punkte auf g, und a und ß die 
ihnen zugeordneten Ebenen; P sei ein Punkt auf der Schnitt- 
linie h von « und ß, dann sind AP und E P {Fig. 16) Strahlen 
des k\ also auch PA und PB; die zu P gehörige Ebene 
)t geht also durch A und B, somit durch g. Ist also C 
irgend ein Punkt auf g, so ist P C ein Strahl, folglich auch 
QC, wenn Q ein anderer Punkt auf h ist, also geht die 
Ebene y von C wieder durch h, d. h. 

Je der Str ahl des k^, weicher g seh neidet, achneidet 
auch h und v. v. 

Der Geraden entspricht also wieder eine Gerade. 

Man kann auch sagen; 
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Liegen die Punkte A, B, C . , , auf einer Geraden g, 
sosehneidensieh ihreEbenenK, j5, ;■... anch in einer 
Geraden h, der Konjugierten von g, nnd sehneiden 
sieh die Ebenen «... in einer Geraden s, so liegen 
ihre Pole auf einer Geraden. 

Aufgabe 3. Wie gestaltet sich der let/ie Satx für 
den Speziellen k' = S = 0. 

[8 ist zu jeder Geraden konjugiert und die Konjugierte 
zu 8 ist unbestimmt.] 

Es seien AB CD die Ecken eines Tetraeders, aß yd 
ihre konjugierten Ebenen, ßyö sehneiden sich in S^ ete., 
dann sind Sj B, S^C, S,D Strahlen des k^ [weil BS, ete. 
Strahlen sind], also liegen sie in einer Ebene, also liegt 
Si in BCD und das Tetraeder S, S3Ö3S4 ist dem 
Tetraeder AECD zugleich um- und eingesohrieben. 
Diese merkwürdige Beziehung ist von Möbius entdeckt. 

Ist die Gerade g eine Komplexgerade und sind ABC 
ete. ihre Punkte, so schneiden sieh a, ß, y etc., die Polaren, 
nach Definition in g, also: 

Die Komplexgerade g ist ihre eigne konjugierte 
Gerade. 

Aufgabe 4. Diese Sätze durch die Rechnung zu be- 
stätigen und zu einer Geraden g { a, Ä die Konjugierte h zu 
bestimmen. 

Ist der Pol ) Xj die Polare { u,, so ist nu, = l>j-|-d2 z, 
— dgy^, wo n ^D| x, -|-Dä y, -j- D3 Zj, Bezeichnet man, 
die Form 7) bezw. 8), welche gleich gesetzt k' detiniert 
mit k und die Foi-m des speziellen Komplex d,D, -|-...^0 
mit S, so ergiebt sieh, wenn x^ irgend ein zweiter Punkt 
und gdie Verbindmigsgerade ist, also x, — x,=^a; [y,Za] = A. 

«) N(n3— u,)^- — Djk + SA; N [v.wj = d^k — aS. 

Ist h die Schnittlinie der Ebenen n, und ii^, so sind 
ihre Linienkoordinaten nach Aufgabe 7 § 12 hiermit durch 
die Linienkoordinaten von g ausgedrückt und bleiben daher, 
von einem unwesentlichen Kaktor abgesehen, ungeändert, 
wenn man für x, und x^ irgend welche andere Punkte von g 
wählt und damit auch h. Da wir N (u^ — Uj) ^= A' setzen 
können nach Aufgabe 7 § 12 und N [v^Wj] gleich — a' und 
— ^ S Ä, — S a { A, a, so zeigt «) in der Form /¥) A -|- A' 
^^ — DiK; a -|- a' = — dj^K zugleich die Gegenseitigkeit. 
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der Beziehung von g und h, und dafs für K = beide 
identisch sind. 

Aufgabe 5. Die Ebene, welche dem Nallpunltt kon- 
jugiert ist. 

Ein Strahl durch ist gekennzeichnet durch A ^ 0, 
B ^ 0, C =:::; 0, und da für ihn a, b, c { x, y, z sind, so er- 
giebt sich sofort 

DjX-j-D.y + DgZT^O. 
Das Resultat ist aus der Formel für u, der vorigen 
Aufgabe sofort zu verifizieren und nicht minder leicht aus 
den Quotienten y, -. u^, w, : Uj, wenn man darin x^ ete. gleich 
Null setzt. 

Aufgabe 6. Wann rückt h ins Unendliche, bczw. 

wann drehen sieh die Ebenen, welche den Punkten Einer 

Geraden polar sind, am eine unendlich ferne Achse, d. h. 

also, wann verwandelt sich die Drehung in eine Parailel- 

. Verschiebung? 

Eine unendlich ferne Gerade h ) a', A' wird nach Auf- 
gabe 1 §12 gekennzeichnet durch a' = 0, b' = 0, c' ^= 0, 
somit giebt ß) von Aufgabe 4) sofort a : b : c =^ dj : d^ : d^, 
wir haben den Satz: 

Die Geraden g, deren Kichtungsfaktoren pro- 
portional d„ dj, d,( sind, haben ihre konjugierte 
Gerade im "Unendlichen. Diese Richtung heifst die 
Aehsenrichtung. 

Yersehiebt sich eine Ebene parallel, so bewegt 
sich ihr Pol in der Achsenrichtung. 

Diejenige Polgerade, welche auf der Schar ihrer kon- 
jugierten polaren Ebenen senkrecht steht, heifst Achse. 

Aufgabe 7. Die Achse eines linearen Komplex 
k^, .der von S = verschieden ist, »n bestimmen. 

Da u, V, w den Richtuugskosinus der Ebene proportional 
und diese wieder y' (dj, <p' (d^), (p (dg), so ist die Achse 
bestimmt durch 

- — X, _ y =3 Ji ^ g — »■ 

d, ' dg d, 

_ d, — Ds ¥ (dg) + D, 9 (d .,) 
Ö'"(di, dj, dg) ""'■" 



9) 
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Aufgabe 8. Wie vereinfacht sich die k^ detiaierende 
S '^)i wenn seine Achse zur y-Achse gemacht wird. 

Da für die y- Achse a = 0, c = 0, b = l; Ä = E==C 
= 0, so erhalten wir dj = 0, dj ^ 0, d^ == d^ ; aus A =^ y^ c — 
z, b . . ., ergiebt sich =^ — Dj cp,' -\- D^ (p^'; ^^ — Dj fp^' 
-|- Dj f/ig', nnd da (/i^'^^i'dj, ijOa' =^ da, <p^'=li^, so ist 
Dj = Dg V, Dg =^ Dg )., also haben wir: 

10) dg B + Dg (v a + h + ^ c) = 0. 

Wählt man dies System so, dafs als y-Ebene eine zur 
Achse senkrechte Ebene gewählt wird, so sind i. und v = 0, 
und man hat nach Division mit D^, das von verschieden 
ist, da S =: ausgeschlossen. 

11) djB + b = 0; Dgb+B = 0. 

Auf diese Form kann also jeder von Ö -^ verschiedener 
k^ auf OD^ verschiedene Weisen gebracht werden, da sowohl 
der 0-Punkt als der Winkel fi unbestimmt sind. 

Aufgabe 9, Der k^ geht in sieh selbst iibor, 
wenn man ihn um seine Achse dreht. 

(Folgt aus der Unbestimmtheit von /.i.) 

Aufgabe 10. Der k^ geht in sich selbst über, 
wenn man ihn längs seiner Achse verschiebt. 

(Folgt aus der Unbestimmtheit von auf der Achse.) 

Aufgabe 11. Wenn die Achse gegeben ist, zu 
einem Punkt A seine Ebene zu konstruieren. 

Wir können das von Punkt A auf die Achse gefällte 
Lot (Fig. 17) zur z-Achse machen, und die Achse zur 
y-Äehse und die x- Achse senkrecht zu beiden wählen, dann 
ist die Deiinitionsgleiehung Dg b -]- B ^ 0; für den Punkt A 
ist X ^ 0, y = 0, z = C, also ist nach 8) seine Ebene 
x^-|-Djy = 0, d, h. die Ebene enthält die z- Achse. Die- 
selbe Gleichung stellt die Schnittlinie mit der yx-Ebene dar, 
und wir haben für den Winkel ip, den sie mit + x bildet, 

y ^ 

tg ip:^-i~^^ - ■; und für den Neigungswinkel der Ebene 

mit der Achse {). -\- j) : ip ^ (p — 90, also tg ip ^^ —. Wir 

sehen, die Neigung hängt von dem Abstand der Punkte A 
von der Achse ab. Bewegt sich A von an auf einer 
Oeraden, so dreht sich die Ebene aus der zur Achse senk- 
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§ 13. Der lineare Komplex. gl 

rechten Stellong im Sinne des Uhrzeigers, sie wird vertikal, 
d, h. geht durch die Achse, wenn A in unendlicher Ent- 
fernung von der Acbse liegt, und wenn A auf dem andern 
Zweig derselben Geraden sich wieder nähert, so dreht 
sieh die Ebene im selben Sinne in die AnfangBstellung 
(horizontale) zurück. 

Wählt man mit PlUcker die Gerade als Raumeleraent 
statt des Punktes oder der Ebene, so ist der lineare Komplex 
das Gebilde ersten Grades wie in der Punkt-Geometrie die 
Ebene, in der Ebenen-Geometrie der Punkt, an Stelle des 
Schnitts zweier Ebenen tritt die Kongruenz ersten Grades, 




rig. 17. 

d, h. die Gesamtheit der zwei linearen Komplexen gcmein- 
samen Geraden, wir beweisen den Satz: 

Aufgabe 12. Die Kongruenz ersten Grades besteht 
aus der Gesamtheit aller Geraden, welche zwei feste Geraden 
sehneiden. 

Seien C und C zwei lineare Komplexe, dann enthält 
{vgl. S. S. VUI) der Komplex C + i C' alle Geraden, welche 
C und C gemeinsam, und die Kongruenz C = 0; C ^=: ist 
identisch mit der Kongruenz C -f A C — 0, C-\- /iC = 0, 
wo X und f( zwei willkarüehe Konstanten (Parameter) sind. 
Es gieht nun zwei Werte des A, für welche der Komplex 

Simon, Analytiaohe Gecnetiie des Buumes. 6 
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82 in. Der lineare Komplex. 

C-|->.C = in den speziellen Komplex S = libergeht, 
bestimmt durch die Gleichung 

(d, + k d,') (D, + l d,'} + . . . = 0. 

Diese Gleichung ist zweiten Grades, nimmt man eine 
ihrer Wurzeln für 'K nnd die andere für /(, so ist unser Satz 
bewiesen, 

Aufgabe Vi. Die Gesamtheit aller Geraden, welche 
.drei linearen Komplexen gemeinsam sind, besteht aus der 
Schar aller Geraden, welche drei feste Geraden im Eaume 
schneiden. 

[Da die Gerade im Raum von vier unabhängigen 
Variabein abhängt, so ist die Linien- oder Strahlen- 
Geometrie ein Mittel, die Geometrie im Raum von 
vier Dimensionen zn versinnlichen.] 
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IV. Abschnitt. 

Das Dualitätspriuzip. 

§ 14. Der Ebenenbiiachel. 

Seien Hj := und Hg =^ die Gleichungen zweier 
Ebenen e^ und e^ in Nomialform (§ 7) und P ein beiden 
Ebenen ortsfremder Punkt. Die Substitution der Koordinaten 
von P in der Form H werde durch H^ bezeichnet; sie liefert 
den algebraischen Abstand zwischen P und e. Nennt man 
diese Abstände p^ und p^, so ist p^^Hi, p^^Hg. Setzt 
man Pj : p^ =^ ^ und sieht in dieser Gleichung l als feste 
Zahl an, p aber und seine Koordinaten als bis auf die 
Bindung durch diese Gleichung unbeschränkt variabel (was 
man durch Weglassung der Strecke p in den Formen H 
andeutet), so ist H^ — ^ H^ =-■: die Ortsgieichung des 
Punktes P. 

Diese Gleichung: 

1) Ug = Hj — l\\^li 

ist als lineare die einer Ebene f j und da, wenn B^ und H^ 
zugleich verschwinden, U, von selbst versch-v^indet, so geht 
Cg durch die Sehnittgerade von f, und t^ (man vgl. S. S. VIII 
§ 15, die Betrachtungen sind fest wortlieh dieselben, nnr 
äafs statt „Gerade" Ebene geietzt wird). Die Fig. 18 zeigt 

sofort, dafs ~ = -■---■1-^=1 ist, wenn (31) etc. den 

p, sin (32) ' *• -' 

Neigungswinkel zwischen den betreffenden Ebenen bezeichnet. 
Dieser Sinnsqnotient heifst vrieder das Teilungsverhältnis 
des Winkels (12) der Ebenen e^ and t^ durch e^. Wir 
Laben also den Satz : 
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84 IV. Das Dualitätsprinzip. 

Der Ort der Punkte, deren Abstände Ton zwei 
festen Ebenen ein festes Verhältnis haben, ist eine 
Ebene dnreh die Sehnittgerade jener Ebenen. 

Umgekeiirt teilt jede Ebene e^ durch die Schnittgerade 
von e^ und e^ den Winkel (12) im bestimmten Teilnngs- 

verhältnis k, und für jeden Punkt auf s^ ist ^ = k, somit 

mufe TJg = Hj — A Hg ^ die Gleichung jeder Ebene durch 
die Schnittgerade von *, und e^ sein, wie in Aufgabe 24 
§ 11 bewiesen. 

Der Beweis kann auch wie in S. S. VIII geführt werden. 
Ug =^ ag x-[- . . .; bestimmt man 2 Zahlen ff und t, so dafs 




so ist Ug^-ffHj-i-iH^+fz + g. Soll nun Ug durch 
(Hj Hj) gehen, so mufs fz + g für die unzähligen z aller 
Punkte dieser Geraden verschwinden, das ist nur möglieh, 
wenn f ■= und g = 0, d. h. Ug = ffH^ + ''^^21 ^^^'^ 

Die Ebenen e^ und «^ teilen den Raum in 4 Fächer, 
die zu je zwei und zwei als Seheitelräume gleich sind; in 
dem einen Paar, dem „Anfsenraum" haben die Abstände 
eines Punktes von s^^ und e^ gleiches Zeichen, in dem andern 
Paar, dem Innenraum, entgegengesetztes. Dreht sich e^ 
im Innenraum von e, nach e,, so nimmt 1 fortwährend ah 
von — bis — gc, dreht sich £, dann weiter durch den 
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§ 14. Der EbcnealjüBchel. 85 

Anfsenraum von e^ naeh fj. bo nimmt X ab von 4''» ^is 
-|~0. Es gehört also zu jeder Ebene f^ ein X, und zu 
jedem K wieder diese Ebene. Eine solche >Schar von Ebenen 
heifst ein EbenenbUsehel, die g;emeinsame Gerade heilat 
der Träger des Büschels, die Grofae X der Parameter. 

Sind die Ebenen statt in Hessescher Form m allgemeiner 
Form U, ^= a^ X -f- ■ ■ ■, U^ ^ a^ s -j- . . . gegeben, so ist 

(§ 8, 19) ^^^,v^o^ = VVM^', ^0 Tür 

dieselben Ebenen eine Konstante und man erhält als Gleichung 



la) Ug-^U,— AU^^O. 

Für die Aehsenfotm der Ebene, die für den Büschel 
i Bweckmäfsig ist, ist d gleich — 1. Ist U^ :^ V^ 
— /( Ug eine andere Ebene des Büschels, so ist der Quotient 
der Teilungsverhäitiijsse, da ft^ : n^ sich weghebt, gleich X : /i. 

Den Quotienten der Teilungsverhältnisse nennen wir 
das Doppel- oder anharmoniscbe Verhältnis der vier 
Ebenen, analog dem Strablenbiisehel der ebenen Geometrie, 
nnd es gestalten sich die Sätze und die Rechnungen ganz 



Aufgabe 1. Das Doppelverhältnis der vier beliebigen 
Ebenen des Büschels durch den Parameter auszudrücken. 

Sei 6, ^ U, ^ J., Uj . . . £4 ^ Ui — ^i üj ; wir setzen 
(vgl. S. S. Vm S. 58 A. 17) U, — X^U^^ V„ U, — l^ U^ 
= Vj, dann wird U^ {V^ — t^ Vg und Uj { V^ — t, V^; dann 

ist das Doppelverhältnis ö oder ■■ .- ■■ ^ ■ ^~ : -. ■ ■ ,^" bestimmt 
'^^ sm 32 sin 42 

durch tj^-.T^; aber für fj ergiebt sieh ^r^ r^ etc., also 

2) a„ '■.-'■. ; '>-^.' 

Die Grundebenen U^ und U^ gehören selbst zum 
Büschel ; für U^ ist l == 0, für U^ wird / gleich 00 gesetzt. 

Hat ä den Wert — l, so heifsen die Ebenen har- 
monisch (S. S, vm S. 54). Die Bedingnng dafür ist 



sin (32) "^ sin (42) ' X^—^i^X^ — X^' 
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86 IV. Daa Dualitätsprinzip. 

und im besondern, weiiii s^ nnd e^ identisch mit Uj und U^, 

3a) X, -fij=^0. 

Aufgabe 2. Hauptsatz: Vier Ebenen eines Büschels 
werden von jeder fünften, die nicht zum Büschel 
gehört, in vier Strahlen eines unveränderlichen 
Doppelverhältnisses, des der Ebenen, geschnitten. 

Die Ebenen seien e^, e^, s^, £^, die Schnittgeraden 
aj , . a^, dann ist sofort klar, dafs die yior a sieh auf dem 
Träger des Büschels sehneiden, also einem ebenen Strahlen- 
büschel angehören (Fig. 19). Denkt man sich nun im be- 
liebigen Punkt auf der Trägergerade die Normalebeae 




zu derselben, so schneidet sie die a in vier Punkten «^ . . a^, 

welche als gemeinsame Punkte zweier Ebenen in Einer 

Geraden 1 liegen, und es ist also (vgl. auch S. S. VIII S. 56) 

(a^ »3 a, a^) = («^ a^ a^ a^) = [s^ e^ s^ e^). 

Aufgabe 2a. Den Satz durch Keebnung zu beweisen. 

Die Ebenen seien s^; e^; s^ — Üe^; e^ — fiB^. Die 
Sehnittebene V werde zur y-Ebene gewählt, dann erhält 
man die Sehnittgeraden dadurch, dafs man in den vier 
Formen der Ebenen y = setzt, d, h. die Gleichungen 
werden Uj^^O; Uj = 0; Uj— Au^; n^-^M^a) d. b. also 
[üj a^ a.j a^^) ^^ {e^ e^ e.. «^). 
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g 14. Der Bbenenbüachel. 87 

Aufgabe 3. Je vier Ebenen eines Büschels 
werden von jeder Geraden, die den Träger nielit 
schneidet, in vier Punkten eines festen Doppel- 
verhältnisses, des der Ebenen, geschnitten. 

(Jede Ebene durch g schneidet die vier Ebenen in vier 
Strahlen aj . . ., deren Doppelverhältnis gleich dem der 
Ebenen ond dem der Punkte ist.) 

Aufgabe 4. Umkehrang vom vorigen Satz. 

Sind ÄBCD vier Punkte einer Geraden g, und 
legt man durch eine Gerade s, vrelche g kreuzt und 
die vier Punkte die Ebenen s,e^egS^, so ist das an- 
harmonische Verhältnis der vier Ebenen konstant 
und gleich dem der Punkte. 

Der Satz folgt durch Vermittlung von Aufgabe 2 un- 
mittelbar, kann aber auch durch Rechnung bewiesen werden. 

Die Koordinaten der Pöukte sind x, , , ,, xi, . . ., — — — — . . . 

—^ — ~ — - und die Formeln 17 6 11 beweisen den Satz, 

1 — fi 
oder noch einfacher 17a), da man Ä als y-Achse ansehen 
kann (oder sisj — pe^, p ^ 0, p = co, p^?). 

Aufgabe 5. Welche Bedeutung haben ftir das Büschel 
H^ — XH^^O, wenn H die Hessesche (Normal)form bedeutet, 
die Ebenen für die X^+1 ist? 

Aufg ab e 6. Die drei Halbienmgsebenen der drei 
Winkel eines Dreikants schneiden sich in einer Geraden. 

Es seien e^ e^ e^ drei Ebenen, welche ein Dreikant 
SABC bilden; SA, SB, SC seien die Kanten, S AB ^ e^ etc. 
Der Anfangspunkt liegt im Innern des Dreikants, dann sind 
e, — Cj ^ ij3 ^ ; Bg — £g = ij^ ^ ; s^ — b^ = rj^ r= die 
Halbierungsebenen der drei (inneren) Keile oder Winke! 
des Dreikants, da »^i + % ~!" % ^ "^t ^^ ^s* ^^^ ^^^^ ^^' 
wiesen. — Die Sätze über die Drei- und Viel-Kanten ge- 
winnen an Anschaulichkeit, wenn man sie auf die Kugel 
überträgt, welche man um den Scheitel S des Vielkants mit 
beliebigem Radius, den man als Längeneinheit wählt, 
schlagen kann. Diese Kugel heifst der Kugelschnitt des 
Vielkants. Es kommt dies darauf hinaus, die Ebenen des 
Büschels von einem beliebigen Punkt S des Trägers auf 
eine Kugel mit Centrum S /.u projizieren. Die Ebenen des 
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88 IV. Das DuaJitätaprinzip. 

Böschels projizieren sich dann auf die Kugel als eine Sehar 
von Meridianen, d, h. Hauptkreisen mit gemeinsamen 
Durelimesser (auf dem Träger des BUsehels). Da für alle diese 
Hauptkreise der Radins konstant bleibt, so unteraeheiden sie 
sieh nur durch die verschiedenen Gleichungen der Ebenen 
des Büschels, und können daher mit denselben Formen be- 
zeichnet werden bezw. mit dem Wert des Parameters. Den 
Hauptkreis nennen wir Kugelgerade, seine Hälfte : 
(Kugel-) Strahl; einen Bogen desselben, der kleiner als der 
Halbkreis; (Kugel-} Strecke, und als Länge des Rogens 
setzen wir den Sinus seines Centriwinkels,bezw. seiner 
Amplitude, so dafs vrir sin AB mit AB bezeichnen. 
Der eben bevriesene Satz heifst dann: 
Im sphärischen Dreieck sehneiden sich die 
Halbierungslinien der drei Winkel in Einem Punkte, 
dem sphärischen Mittelpunkt des Inkreises. (Heifst 
dieser ;(, so ist sein Geg'cnpunkt ft' ebenfalls Centi-um des 
Inkreises, da auf der Kuge! jeder Kreis zwei Centren hat.) 
Man braucht den Satz für die Nebenräume nicht erst zu 
beweisen, denn wenn man den Gegeiipunkt von A durch A' 
bezeichnet, so ist BGA' auch ein sphärisches Dreieck. 
Keehnung: {s^ -\- e^) -\- (e, — e^) — (e, + «a) ^ 0. 

Aufgabe 7. Die Halbierungslinien der Neben- 
winkel eines sphärischen Dreiecks schneiden die 
Gegenseiten in drei Punkten Einer Geraden. Bilden 
wir U^^e^ -t-«a +«si so ist U = die Gleichung einer 
Ebene ij, welche durch s und durch die Schnittpunkte von 
e, mit (cg -f «g) " geht. Vier Ebenen eines BUschels bezw. 
Halbebenen projizieren sich auf der [Einheits-)Kugel in vier 
Kugel-Geraden bezw. -Strahlen, deren Doppelverhältnis wir 
gleich dem der Ebene setzen. Die Strahlen haben gemein- 
same Endpunkte. Vier Strahlen, vom Centrum S ausgehend, 
projizieren sieh in vier Punkten, deren Doppelverhältnis wir 
gleich dem der Strahlen setzen. 

Sind z. E. A C P Q vier solche Punkte, so ist ihr 

Doppelverhältnis , : und wenn sie harmonisch 

^ÜF ^ 4^ ^ *^' ^^^ ^^ ^^^*^° ^'^^ ^^^^*^ ^" ^" ^^^ ^ ^^ 
auch von Strahlbliseheln auf der Kugel bezw. für das 
Ebenenbttschel. 
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Aufgalie 8. Die Sätze in Aufgabe 2, 3, i auf die 
Kugel m übertragen. 

Aufgabe 9. Legt man Ton einem Punkt auf einem 
der harmoniselien Straiilen (Ebenen) ü,, Uj, Ug, U^, z. B. 
von Q auf U^ zwei Querstrablen (Ebenen) durch den BUsehel 
und verbindet ibre Sebnittpunlite mit Uj und U^ über Kreuz, 
80 schneiden sieb diese Verbindungs-Geraden (Ebenen) auf U^. 




Fig. 20. Vgl. S. S. \m, S 6Q und aen Sat? wenn 
die Zuordnung feststeht, giebt es 7a drei Ebenen nur Eine 
vierte harmonische. 

Aufgabe 10. Zwei harmonische Systeme, welche 
einen Strahl (eine Ebene) gemeinsam haben, schnei- 
den sieh auf ein und derselben Geraden (Ebene) und 
es kaun das vollständig versebiedeno Paar über 
Kreuz kombiniert werden. 

Fig. 20. Es seien V^ U^ U^ ü^ harmonisch, ü, kon- 
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90 IV. Das Dualitätspvinzip. 

jugiert U2 ; U^ mit U^ ; U/ . . . sei ein zweites harmonisches 
System und Ü. ^L\'; dann ist: 

TJj — U/ ^ a Uj' — A Ua = U4 — U/, d. h. aber, da 
U, ^ tr^', die vier harmonischen Stralilen-(Ebenen-)Paare 
schneiden sich auf derselben Geraden (Ebene). Da 

U^ — Ü3' = U/ — U3 = i Üb + r U/ nnd U, = U/, 
so liegen aoeh die Schnittpunkte (Geraden) von U, und Ug' ; 
U4' nndU..; U^ undU^'; Üi und U/; auf einer Geraden 
(Ebene). 

Aufgabe 11. Der Satz vom vollständigen Vierseit auf 
■der Kagel: 

Durch jede Ecke eines vollständigen Kugel- 
Viereeits (jede Kante eines vollständigen Vierkants) 
gehen drei Strahlen (Ebenen), die beiden Seiten und 
eine Diagonale; der (die) zur Diagonale zugeordnete 
vierte harmonische Strahl (Ebene) ist die Gerade 
(Ebene), welche die Ecke (Kante) mit dem Schnitt- 
punkt (der Schnittgeraden) der beiden nicht durch 
die Ecke (Kante) gehenden Diagonalen verbindet. 

Aufgabe 12. Zu drei Strahlen (auf der Kugel) eines 
Strahlenbüsehels den zu einem von ihnen angeordneten 
vierten harmonischen zu konsti-uieren. 

Aufgabe 13. Wenn APCQ vier harmonische und 
1* in der Mitte von A C liegt, wo liegt Q, wie grofa ist 
A Q + C Q? 

(Die Strecken sind nicht gröfser als jt, CQ und QC sind 

entgegengesetzt gleich; also P Q Quadrant, A Q -j- Q C ^ jt.) 

Aufgabe 14. Den Menelaos imd damit auch den 

Ceva (S. S. Vni S. 70) zu beweisen, wir benutzen daza 

den Htllfssatz: 

Das Verhältnis der Abschnitte einer Sehne (in 
■der Ebene) ist gleich dem (der Sinus) der zugehörigen 
Bogenabsehnitte, 
[Es ist 

^ÄB^ __ ^D^ _ JBD^ BF _ sin ASP __ AP 

TC"~ BF ~ SB ■ SB ~ sin CS P ~1^"' 

Projizieren wir die Paukte A'C'Q der Fig. 21 vom 

■Centrum S aus durch die Kugelradien auf die Ebenen RAG 

in tt y V. und bemerken, dafs d / ■/. als gemeinsame Punkte 
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zweier Ebenen in einer Greraden liegen und zwar a anf der 
ebenen Geraden Afi, / auf CR und jc auf der ebenen 
Geraden ÄC (als Punkt der den Ebenen KAC und SAG 
gemeinaam), so gut für das 
(ebene) Dreieck KAC der 
ebene Menelaos. Es ist 
Aa R/ Cj^___, 
Rß ■ 0/ ■ Ax " 
«nd nach unserem Hülfsaatz 

AA' _R_C^ C_Q 

RA' ■ CC ■ AQ 
womit der Menelaos anf der 
Kugel bewiesen ist, und da 

_^— _ ^? 

AQ ~ "AP F,s.si 

auch der Ceva. Also: 

Werden die drei Seiten eines sphä: 



1 




sehen Dr' 
einer sphärischen Geraden geschnitten 



sind die Produkte der Wechselabsehnitte eli 
entgegengesetzt gleich. 

Schneiden sieh die Ecktransversalen eines sphä- 
rischen Dreiecks in einem Punkt, so sind die Pro- 
dukte der Wechselabschnitte einander gleich. 

Aufgabe 15. Menelaos und Ceva umzukehren. 

(Vgl. 8. S. Vlll). Da wir uns auf Längen nicht gröfser 
als 7t beschränken, so bestimmt der Tangentialsatz aus den 
Sinusquotienten zweier Bogen und der Summe oder Differenz, 
derselben die Bogen eindeutig, es gelten daher die Be- 
merkungen in der S. S. VIII S. 71 und wir haben dieselben 
Sätze fürs sphärische Dreieck, 

Aufgabe 16. Im sphärischen Dreieck sehneiden sieh 
die Höhen in einem Punkte, 

TAB _ eot« 1 
LEG ~ cot y \' 

Aufgabe 17. Im sphärischen Dreieck schneiden sieh 
die Mittellinien in einem Punkte. [ 

Aufgabe 18. Im sphäi-ischen Dreieck schneiden sieh die 
drei den Winkel halbierenden EcktransversaieninEinemPunkte. 
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Aufgabe 19. Sind ABCD vier harmonische Punkte, 
ist M die Mitte vou A B also MA^MB==9, MC = c, 
MD = d, so ist tg:'^ s = tg- c . tg d. 

(Vgl. S. S. Vlll S, 55), analog ist die Relation für vier 
harmonische Strahlen. 

Aufgabe 20. Die Geraden, welche die Ecken mit den 
Berührungspunkten des Inkreises verbinden, schneiden sieh 
in Einem Punkte, 

Jeder dieser Sätze gehört ku einer Grruppe von vier 
Sätzen, welche auseinander durch Vertauschung von einem, 
zwei, drei Punkten mit ihren harmonischen hervorgehen 
(vgl. S. 8. VIII}. 

Aufgabe 21. Die drei (sphärischen) BerUhrungssehnen 
des Inkreises sehneiden die Gegenseiten in Funkten, welche 
auf einer (sphärischen) Geraden liegen (Harmonikaien des 
Mittelpunktes). 

Aufgabe 22. Die drei Seiten des Höhenfufspunkten- 
Dreiecks schneiden die drei Gegenseiten in drei Punkten 
Einer Geraden (Harmonikaien des Höhenpunktes). 

Aufgabe 23. Die drei die Flächen halbierenden Eek- 
transversalen sehneiden sich in Einem Punkte. 

Die Bezeichnimg sei die tlbliche; es ist in allen 
6 Hälften von ABC der sphärische Exzefs und damit die 
halbe Winkelsumme a dieselbe. Es ist für drei beliebige 
Eektransversalen AD, BE, CF, wenn man die Sinuszeichen 
wegläfst; 

_CD_ BF^ AE _ a'ß'y _ 
BD ■ AF ■ CE "" a'ß"Y" ~"' 

T-, , r, . A -c t ■ o C — C0S0C0S(ff— y) 

Unter Benutzung der 1' ormeJ sm- -p- = ; .—-,'— 

^ 2 sm ß sm ß 

erhalten wir, wenn die Formel der Reihe nach auf A 0, B E, 
CF angewandt wird (je zweimal); 

cos (ff — « ,) cos (ff — ß^) COS (ff — y j ^ ^ ^ ^ 
cos (ff ■ — a^) COS (ff — ß^) cos (ö — y^) 
und wenn wir die Formel auf die Seiten AG in A C D imd 
AFC eto. anwenden 

eos (ff — dj) cos (ff — £j) cos {a — (p,) 

cos (ff— iJj) cos {ff — £j) eos (ff — 9)3) 



y Google 



§ 15. Analytische SphSvik, 
Eb ist aber q g'leich t, wie die Formel 
„1) — cos a {a — ö,) 



^ 2 cos (ff — «i) cos (ff — ß] 
«rgiebt, also n=^q:^t=l. Der Beweis ist eiae Ver- 
eiufachuüg des Beweises von Huebuer. 



§ 15. Analytische Syharik. 

Wie vollkommen die Uberemstimmiing zwischen der 
analytischen Sphärik und dei Planimftne ist, wird am 
klarsten diircli Einlührung der Weier'.trafs- Killing'sehen 
Koordinaten. 

Als Koordinatensystem nehmen wir z^ei aufeinander 
senkrechte Kugelstrahlen, die sieh in halbleren die Bogen 




■0 y etc. der Fig. 22 sind Quadranten, der Radius die 1 
einheit; wir beschränken uns auf die Halbkugel, welche 
darch die Kugelgerade x y — x — y abgeschnitten wird. 
Als Koordinaten eines Punktes P definieren wir die 
trigonometrischen Tangenten der Winkel, welche 
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94 IV' Das Dnalitätsprinzip. 

die Kugelstrahlen yP und xP mit den Koordinaten- 
Strahlen bilden. Diese Winkel werden dureh die Bogen 
Op gleich § und Oq gleich ij gemeesen, so dafa P{ x, y 
und x=r:tgg; y = tg);. 

Aufgabe 1. Die Abstände des Punktes P von 
den Achsen zu bestimmen, 

Sie seien r[ und §', dann ist ans dem rechtwinkligen 
Dreiecke Pp'x und Pq'y: 

I) tgij' =^ y cos g'; tgl' = x cos i;; eo9i]':co8g' 

= cos ij : cos %. 

Aufgabe 2, Der Abstand r des Punktes P vom 
Anfangspunkt. 

Man bezeichnet allgemein die trigonometrische Tangente 
eines Bogens und den Bogen gleich (Fig. 22), 

II) p■^ = x^ + y^ 

also ganz unverändert gegen die planimetrische, 

Aufgabe 3. Die Entfernung r zweier Punkte Ä {x^... 
und B { Xg . . . 

Aus dem Dreieek AyB gicbt der Kosinussatz (mühe- 
los für den geschickten Rechner) 

TiTl r^ ~ (^i " ^lY + (Ta — yi)' + (^i Yä — ^ ^if 

^ d + ^ix. + y.y«)'' 

Aufgabe 4. Die Gleichung eines Kugelstrahles in 

Kugelkoor din aten . 

Der Strahl sehneide auf den Achsen die Bogen « and ß' 

ab, A gleich a, B gleich ß, tg a =^ a, tg ,? = b. Der 

Winkel, den der Strahl mit der X-Achse bildet, sei q>. Ist: 

P ein Pnnkt der Geraden, so ist (Fig. 23) 

° ^ sin « sin (« — |) 
oder mit Anwendung von I) 

IV) -+{=1. 

' a ' b ' 

also die Aehsenform bleibt unverändert. 
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95 



Geht die Geriide durch 0, so versagt die Achsenform, 
die Gerade wird dareh den Winkel ip bestimmt, und es er- 
giebt sich 

IVa) y = X tg (p 

wie in der Pianimetrie. 




Aufgabe 5 Die Gerade /u bestimmen durch das 
Lot n \on und die Winkel a und ß, welche das Lot mit 
den Aühaen bildet 

Ans IV) trgiebt sicli, da a ^z: n , cos «, b = n . cos ß, 

IVb) 5 cos a 4- y cos ^ ^ ö = 

d.h. die HesscBche Form der Geraden ändert sieb nicht. 

Aufgabe 6. Jede in x und y lineai-e Gleichung stellt 
einen Kugelstrabi dar. 

Aufgabe 7. Die Gleichung einer Geraden durch zwei 
gegebene Punkte 1 und 2. 



IVe) 



i'i — y-2 



Aufgabe 8. Den Abstand eines Punktes 1' { x^, y^ 
von einer in Hesse'scher Form gegebenen Geraden, 
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IV. Daa Dualitätsprindp. 
Fig. 24 9inö = oosPasinFG; 

cos^r tg^FG 

eos* n' 1 -^tg* FG- ' 
= x^ cos ci-\-j^ eo8 /? — n ;:^ Hp 

cos r Hp, 
eos n 



sin^ Ö = 



V) sin*ö — 5---—; sini5=::^- 

eos'' n 




wo r- ^= Xi -|- y, also nur von P abhängt nnd n nur von 
der Geraden, also liegen die Punkte, für welche das Ver- 
hältnis der Sinus der Abstände konstant, auf einem Strahl. 

Aufgabe 9. Die Gleichung des Kreises. 

Die Kreislinie behält auf der Kugel ihre Gestalt, die 
Kreisfläche wird zur Kalotte, die definierende Eigenschaft 
bleibt bestehen; Ort der Punkte, die vom Centruni die 
Entfernung r haben (Fig. 22). 
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Es ist POS r^^ eosPp eos ^'; quadrieren wir und setzen 
tgr = r, so giebt II}: 

IV) x^ + y^ = r\ 

Die Gleichung des Kreises bleibt unverändert. 

Aufgabe 10. Die Gleiithong der Parabel. 

Fig. 25. WeuQ F auf der x-Acbse der Brennpunkt nnd 
OF = ^ S = -^ f = f, 80 ist für einen beliebigen Parabel- 
punkt P:^==PF also cos |' = cos jj' cos (^ — f} und nach 
Aufgabe 1 cos g ^ eos ij (cos ^ — f). 

Verschiebt man den Koordiaatenanfang nach S, so bleibt 
der Pol Y, der Pol X rückt um f, es ist |^ = ^ — f und 
ij^ bestimmt sich dadurch, dafs jj' in Bezug auf das neue 
System nngeändert bleibt, also: tgij eos §=; tgi;^ cos gj. 
Diese Formeln entsprecbeu der Parallelversehiebiuig , wie 
denn diese Kugelkoordinaten in die gewöhnlichen über- 
gehen, wenn der Radius, die Längeneinheit unendlich. Wir 
erhalten J!5!4=!L =! + ,-, = _l_+Ä|»liL „„; 

COS^ t ' ' COS- ^ 

hieraus ohne weiteres, da cos" (l — cos- a ^=^ sin- a — siu- [i 
^ sin {ö + ß) sin (a — ß) ist, 

V) tg^^,:-2tgg,sinf; y« = 2px. 

Auch diese Formel bleibt un\'eTäüdert. 

Aufgabe 11. Die Gleichung der Ellipse. 

Es seien Ä und ß die beiden Breunpnnkte, M die Mitte, 
sei Koordinatenanfang AB = 2 e; die konstante Summe der 
Entfernungen des Ellipsenpunktes P von A und B, e + ?i 
sei 2a; q — Q^^2d, bann haben wir sofort (Addition und 
Subtraktion der beiden Gleichungen für cos q nnd cos q') 
eos a cos (J = eos tj' cos 5 eos e; sin a sin li =^ cos -if cos § sin c 
also 

1 r- cos- tj' eos- § (p -|- ^ ' *l)' 





eos' 


-'-0 


_ siü- 


c _ 1 


f 


= 1 + 


tg',' 


p '- 


~ eo9- 


^a' 1 


sin- 


a ' eos^ 


l+y= 


eos'g- 


-cos^. 


:(A 

' \cos- 


,.y'). 


y' 


'+1 + X 


■'=l) + x'. 
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IV. Das Dualitätsprinzip. 



= tga 



=:tgb und tg*l) = 



sin (a -|-- e") sin (a — c) 



Die Formeln zeigen, dafs die Ellipse aus dem Kreise 
durch Zusammendrnckung der Ordinaten im Verhältnis b : a 
hervorgeht (vgl. S. S. Vm S. 220). 

Aufgabe 12. Einer Geraden entspricht bei dieser Zu- 
sammendriickung (affin) wieder eine Gerade; aifine Gerade 
sehneiden sich auf der X-Aehee. 




Aufgabe 13. Welche Gerade entspricht affin dem Pol- 
kreis y x — y — x? 

Diese Gerade tritt, da für sie a = ao, b^^co, also 
= 1, an Stelle der uneüdiieh fernen Geraden der 
Ebene; sie entspricht affin sich selbst. 

Aufgabe 14. Die Gleichung der Hyperbel. 



y Google 



g 15. Analytische Sphärik. flO 

Wie Aufgabe 11 ergiebt sieh als Ort der Punkte, für 

welche (r — r') = 2 a ist . . . — s- — -|^ = L 

Wir überlasaen hier die Sphärik dem Leser, den wir 
aaf L. Huebner, ebeüe und räumliche Geometrie des 
Maises verweisen. Mit dem Siöussatae und wegen desselben 
bleibt die i ■ i 1 1 >>va, 

Involution i I i i n i I reise 

(Potenzsät i i ' den 



■ *«*■ 



'^hl-- 




Kegelsclmitten inel. Pascal und Biiaiii^iniii iiiusil, Konstruk- 
tionen S. S. Ann erleiden kium bemerkbare iaderungen). 
Der einzige wirkliehe Unterschied ist das Fehlen der un- 
endlich fernen Geraden, bezw dafs auf jedem von P aus- 
gehenden Strahl der diametrale Punkt P an Stelle \on £ 
tritt. Nur einige Bemerkongen Geht man ilber die zu 
gehörige unendlich ferne Gerade, den Polkiei-j him.u'! auf 
die andre Halbkugel, so besteht die Parabel, weiche dann 
zwei Brennpunkte F und F hat, wo F Gegenpunkt von F, 
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IV. Das Dualitätsprinaip. 



au9 zwei diametral -symmetrisclieo gesdilossenen Ovalen, 
deren eins die Fig. 25 zeig-t. — Die vollstäüdige Ellipse hat 
Tier Brennpunkte P^, F^, F^', F^'j sie besteht aus »wei ge- 
schloesenen Ovalen, für die allerdings fttr die Punkte des 
auf der Ergänznngshaibkugel liegenden Teiles, obgleich sie 
(üe Gleichung erfüllen, t-}-i' =^2ti: — 2 a ist in Bezug auf 
die Brennpunkte A und B. Ebenso testeht die vollständige 
Hyperbel ans zwei diametralen geschlossenen Teilen. 




Aufgabe 15. Die vollständige Ellipse mit den 
Brennpunkten F^ und Fg (F^' und Fj') ist zugleich die 
vollständige Hyperbel mit den Brennpunkten F^ and 
Fg' {F^' undFg) und die Hauptachsen ergänzen sich zu sr. 

Die Fig. 26 zeigt ausgezogen die halbe Hyperbel. Zieht 
mau von E' nach einem Purätt P der Ellipse den Brenn- 
strahl ^', so ist Q'=^n-~-i:', also q' — -r ^^ jt — (r-|- r'); 
£' — r = jr~2a. 

Aufgabe li5. Die vollständige Parabel hat zwei Brenn- 
punkte im Unendlichen, die Pole x und — x. 
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Aufg'abe 17, Die Parabel iet eine EllipHC-, 
deren zweiter Brennpunkt im Unendlichen, d, h. in x 
nnd flir die die konstante Summe der Abstände, die grofse 

Achse, unendlich, d. h. -^- ist. 

(Der Bogen durch P senkrecht auf die Leitlinie eeht 
dnrci! X.) 

Aufgabe 18. Die Ellipse ist eine Parabel, deren 
Leitlinie ein kleiner Kreis ist. 

Fig. 26a; vgl. S. S. VUI, S. 263. Die Figur steUt 
einen Kegel dar, der dnreii eine Ebene in einer Ellipse e 




geschnitten wird, und diese ist vom Centrum der ein- 
geschriebenen Kugel, welche im Brennpunkt F^ berührt, 
auf die Kugel in die sphärischen Ellipsen e projiziert. Es 
ist PF, = PG als Kugeltangenten, ^GOP--F, OP; 
arc G^^^F,; Ebene AB (oder i.) senkrecht SO, Ebene 
SOP geht durch S'O, ist also senkrecht l; im Punkt F^, 
wo SO die Kugel trifft, schneiden sich alle sphärischen 
Lote auf X, also geht U5ß durch F^ (bezw. Fg) also 
^Fj +^F, konstant, Ort von $ die Ellipse, und da ^F^ 
und G^ gleich, so ist der Satz bewiesen. F^ und F^ liegen 
diametral zu F, und F„. 
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Wird dei' Kegel zum Cylinder, so geht AB durch 
die Mitte; die Ellipse e wird zur Parabel. 

Aufgabe 19. Die sphärischen Kegelschnitte 
sind die SchniUe eines Kegels, dessen Spitze im 
Centrum der Kugel liegt, mit der Kngel. 

Fafat man die Ebene als Halbkugel mit unendlich 
grofsem Radius, so ist die Analogie der (semi-) sphärischen 
und planen Geometrie eine absolute; Zwei Gerade schliefsen 
keinen Raum ein; die Länge der Geraden wird n, ent- 
sprechend der Länge Tci der Lobatschewskiseben Geraden. 
Wir verweisen noch auf Killings einsehlägliche Arbeiten. 



g 16. Die (ikiclmiig des Punktes in Ebeneii- 
koordinaten. 

In den Sätzen von der harmonischen Teilung, dem 
Meneiaus, Ceva etc. tritt wieder, wie in S, S. VIII § 16, das 
Prinzip der Dualität deutlieh hervor, nur dafs im Eanm 
sich Punkt und Ebene dual entsprechen. Wie wir bisher 
den Punkt als Raumelement oder Grundgebüde angesehen 
haben, können wir jetzt die Ebene als Gmndgebilde oder 
Saumelement betrachteu. 

Es sei die Gleichung der Ebene e, in Aehseuform: 
a^x-\~\j-{- c^x — -1^0, 
dann ist durch die Werte von a, b, c die Ebene e^ ebenso 
völlig bestimmt, wie ein Punkt durch seine 3 Koordinaten 
X, y, z; die Gröfsen a^ , , sind daher Koordinaten der 
Ebene. Sehen wir in unserer Gleichung die Zeichen x, j, z 
als Träger aller Zahlenwerte von — co bis + co an, d. h. 
als einzeln befrachtet unbeschränkt variabel, aber durch die 
Gleichung von s^ gebunden, so zeigte sieh diese Bindung 
geometrisch darin, dafs der Punkt, der einem Wertsystem 
X . . . { war, an die Ebene Ej gebunden war. — 

Wir können aber ebensogut x, y, z als festgegebene 
Zahlen x^, y^, Zj ansehen und a; b^ Cj^ als Variabein a, b, e 
einzeln unbeschränkt variabel, aber durch die Gleichung 

as^-j-by^-l"*'^! — 1 = 0^A 
gebunden, dann stellt diese alle Ebenen dar, welche 
durch den Punkt P^{x^... gehen, und nur diese, d. h. 
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alsoAO ist die Gleichung dea Punktes P^ in Ebenen- 
koordinaten (und zwar in ebenen Achsenkoordiuaten) also: 

1) p^{ax, + by, + ez,-l = 0. 

Man sieht also, und darin liegt die analytische 
Formulierung des Dualitätsptinzips: 

Dieselbe Gleichung stellt je nach der Auf- 
fassung eine Ebene in Punktkoordinaten oder einen 
Punkt in Ebenenkoordinaten dar. 

Durch Änderung der Auffassung bezw, durch Ver- 
tauachung der Punktkoordinaten mit Ebenen ordnet sich 
dual zu jedem Satz Über Punkte und Ebenen ein Satz Über 
Ebenen und Punkte zu, indem sieh diese Raomelemente ver- 
■tauschen. Hierbei entspricht sich die Gerade dual selbst als 
Verbindung von zwei Punkten oder Schnitt von zwei Ebenen. 

Ist die Ebene in Normalform gegeben: 
ax-\-ßy^yz — n^O, 
wo zwisclien a, ß, y die Gleichung (Aufgabe 10 § 3) 
f(aßy) = besteht; so ist es zunächst bequemer, für — n 

zu setzen d, dann sind ^ , , , die Aehsenkoordinaten ; 

' ö ' 

wii- haben dann 4 Koordinaten für die Ebene, aber zwischen 
ihnen besteht die Relation. Die Gleichung des Punktes wird 
dann P^ i a x^ -j- . . -|- i^ ^= oder besser in homogener Form 

la) P, {aa + z^b + ^-c + dd-^O, 

wo a : d . . . die gewöhnlichen Koordinaten des Punktes P^^ 
sind. Ist d=0, so rückt der Punkt ins Unendliche, 
aber sobald die Verhältnisse a : b : e bestimmte Werte haben, 
läfst man ihn in der durch diese Verhältnisse bestimmten 
Richtung ins Unendliche rücken. 

Sieht man von der Relation f {« j^y) ^= ab, so sind 
fl, ß, y, d die allgemeinen Ebenenkoordinaten; die 
Ebene ist dann durch die Verhältnisse a:d,... bestimmt, 
wie der Punkt durch a : d, , , , 

Hat man zwei lineare Gleichungen in Ebenenkoordinaten 
«a, + ... = 0; «a, + ...^0, 
so stellen sie zwei Punkte dar, und damit ihre Verbindungs- 
gerade; die Gerade wird also in Ebenen- wie in Punkt- 
koordinaten bestimmt. 
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Drei lineare Gleichungen in E\ienenkoordiuaten uteÜen 
(generaliter) drei Punkte und damit eine Ebene dar, wie 
drei lineare Gleichungen in Piinktkooi-dinaten drei Ebenen 
und damit einen Punkt. 

Ist a^ X, -f . . . — 1 = 0, 

d, h. soll der Punkt 1\ auf einer gegebenen Ebene liegen, 
so ist Beine Gleichung 

!IX, + ... — 1 = 0, 
rmd wenn man subtrahiert 

2) (a - aj s, + (1) — bi ) y, + (c - e^ z, =- 0. 
Hat man die Gleichung 

2a) (a— a,)p + (b~b,)q + (c — cjr = l}, 
wo aj, b,, 6^ die Aehsenkoordinateü einer bestimmten 
Ebene e^, a, b, e variable Achsenkoordinaten der Ebene 
bedeuten und p, q, r Konstanten sind, so stellt 2 a) einen 
Punkt P, dar, der durch die Ebene e^ geht, und dessen 
Koordinaten p, q, r proportional sind. 

Aufgabe 1. Die Koordmaten des Punktes P^ zu be- 
stimmen. 

X, =: p ; u; jj = q ; u; z^ ^ r : u; u ^: aj p -j- b^ q -J- e^ r. 
Läfst man a b e bezw. a ß yä unbeschränkt variabel, so 
stellen sie alle oo^-Ebenen des Raumes dar; eine Gleichung 
zwischen den variablen Ebeuenkoordinaten, wie qn (abc) = 
oder <p{aßyd)^=Q, hebt eine co^ fache Schar heraus, welche 
im allgemeinen eine Fläche (p «mhllllen. 

Zu bemerken ist, dafs, wenn a ßyö die allgemeinen 
Koordinaten sind, die Form «p homogen sein mufs, d. h. 
die Summe der Exponenten der Variabein mufs in jedem 
Gliede dieselbe sein, oder, anders ausgedrückt, setzt man in 
(p für a, ß ein: t«, tß,... so ist ^ (ta, t^, . . .) = t" f/i (o, ß . .), 
Bo dafs es gestattet ist, in q? = eine der Variabein, z. B. 
d gleich 1 zu setzen. Die Zahl n, die konstante Summe 
der Exponenten, heifst der Grad der homogenen 
Punktion. 

Aufgabe 2. Die Ebenen der Schar </)^0, deren 
Koordinaten sich nur unendlich wenig unter- 
scheiden; die benachbarten Ebenen sehneiden sich 
in Einem Punkt, dem Berührungspunkt. 
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Es sei e 5 a, b, e eine Ebene der Schar (p ^ und s' 
eine benaehbarte, so dafe qi (e') = und e' 1 a -|- h, b -(- k, 
c -j- lla'j h', c, 90 ist 

(p (e') =. ^ f/) (a', b', c') 
und wenn man nach Potenzen von b, k, 1 ordnet, so ist 
(p (a . .) = f/) (a . .) + b *iPa' + k '/»b' -\-h(f>e -\' b^ (pa" + ■ ■ ■ 
wo ipä ■■■ Abkürzungen für die Koeffizienten von h, k, 1, \i^ 
sind, weiebe dentlicb machen, dafs diese Gröfsen h, k, 1 
nicht enthalten. 

Da nun e { a . . zur Schar gehört, so ist (p (a . .) ^ 0, also : 
(jp (a' . . .) = b i^n' -1- , . , h^ y„" -|- . - . 
Sind b, k, 1 unter jedem Mafs klein, so können b^, bk, bl, k^ . . ., 
kurz die G-lieder zweiter Dimension gegen b, k, 1 ver- 
nachlässigt werden, z. B. von b ^ 0,001 ist h^ = IQ-^, und 
y (a' , ,) ^^ 9) (a -]- h, . . .) reduziert sich auf 

I) hijp^ + kcK 4- l^^o' = 0, 
anfser wenn alle drei 95' verschwinden. 

Es ist I) identisch mit 

la) (a' — sijfp^ -\- ... = 0. 

Diese Gleichung stellt aber, wenn a', b', c' frei veränderlich 
sind, einen Punkt P dar, der auf der Ebene « [ a . . . liegt, 
und für dessen Koordinaten §ijC, da s.{p^ -\-\irp\' -\-üi:pc 
eine konstante Zahl u ist, 

II) | = ji^; ,= *•!; ? = *', 

' a ' U ' U 

Aufgabe 3. Die einem Punkt der Schar 
f(x,y,K)^0 benachbarten Punkte liegen auf einer 
Ebene, der Tangentialebene der Fläche F{f (xyz) = 
'n diesem Punkte. 

Der Beweis ist analog dem vorigen, also von Ausnahmen 
n einzelnen Punkten (in den gleichzeitig <:pa • ■ ■ bezw. 
■'x.. .:= sind) abgesehen, ist die Fläche *{ 9i(ab e) = 
n der Umgebung einer ihrer Ebenen als Punkt, 
und die Fläche F{ f (x, y, z) ^ in der Umgebung 
einer ihrer Punkte als Ebene anzusehen. 
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Aufgabe 4. Die Fiäehe ^ ist generaliter eine 
riäehe F und v. v. 

Die Gleichungen II) gestatten generaliter a b c durch 
'^rit. aHszudrtteken; setzt man diese Ansdrücke in 91(3 be) = 0, 
80 geht sie in f (g ij ^) =^ lllier. 

Aufgabe 5. Die Fiäehe <p zu bestimmen der Ebenen, 
welche von einem Punkt M { Xj . , den festen Abstand + r 
haben. 

Sei das Aehsensystem der x . . . rechtwinklig, und e | a . . . 
eine solche Ebene, dann haben wir nach § 8 

a x^ -j- b y^ -|- e z, — 1 _ j^ 
Va^ + b^ + c"^ '"" ~ — ' 
und nach Beseitigung der Wurzel 

I) ^(abe)={ax,4-byj -|-ez,— l)--r^(a^-|-b'^4-c') = 0. 

Aufgabe 6. Die Fiäehe F zu finden, welche durch die 
'Gleichung (p^^^ gesetzt ist. Es ist (p^ ^^ 2 (ux^ — r^ a) . . . 
wo u =^ a X, -|- b y^ -|- e 2j — 1 ist, also 

X, u — r^ a ^ 

k = -— ^ , r, - . . ., ^ = . . . 

a^o ^' — X, ^= , und da nach I) u- -— !■ - (a- -|- b" -|- c-) 

ist, 80 ist 

II) f(xyz) = (^-x,)^ + {^-y,)^+g-z,)-^- r^=0, 
d. h. aber: 

Die Fiäehe F ist die Kugel mit Radius r und 
Centrum M 
oder: 

Die Gleichung I) ist die Gleichung der Kugel 
in Ebenenkoordinaten. 

Aufgabe 5a. Wie 5 und 6, nur beliebiges Aehsen- 
system. 

Man wähle Normalebenenkoordinaten, dann ist 

die Gleichung der Kugel. Man beseitigt die Zweideutigkeit 
durch Quadrieren und macht, um F zu finden, die Gleichung 
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homogen durch Multiplikation Ton rp (a b c) gleich 1 aaa 
§ 9, wo a b e der zu aßy gebi5rige Kiehtuogsptinkt. 

Aufgabe 7. Umgekehrt aus der Oleichung II) die 
Gleichnng I) herzuleiten. 

Aufgabe 8. Die Gleichung der Ebenen, deren Ab- 
stände von zwei festen Punkten entgegengesetzt gleich sind. 

Wir erhalten bei beliebigem System sowohl der Ebenen- 
ais Punktkoordinaten 

aXj + ...-33 0; +ax3+ =0; a(x, +X3)+ . = 0, 
d. h, die Fläche (p stellt den Mittelpunkt dei Strecke P^Pg dar, 

Aufgabe 9. Die Flache F bestimmt dmeh c, a'^ ^a''^ 
-|-e3C*=l bei rechtwinkligen Achsen 

§ ^ Cj a, »2 = Cg b t = e_ c. tla u ^ 1 ilso 

F{ii+i:.+'^=i. 

l e^ % Cg 

Aufgabe 10. Welches Gebilde entsj>richt dual 
einer ebenen Kurve? 

Eine ebene Kurve ist bestimmt dnrch zwei Gleichungen, 
von denen eine die Gleichung einer Ebene ist 

I) u^ X -|- v^ y + w^ z — 1 =:^ 0. 

Das duale Gebilde erhalten wir, wenn wir die 
Variabein x, y, i als die Koordinaten einer Ebene 
ansehen and die Konstanten u, v, w, als die Ko- 
ordinaten eines Punktes, dann ist I) die Gleichung 
eines Punktes, also entspricht dnal einer ebenen Kurve ein 
Gebilde aus Ebenen, bei dem alle Ebenen durch einen 
festen Punkt gehen, d.h. der ebenen Kurve entspricht 
dual eine Kegelfläehe. 

Aufgabe 11. Welches Gebilde entspricht dual einer 
Kurve im Kaume? 

Sehen wir die Variabein als Koordinaten einer Ebene 
an, so entspricht einer kontinnirliehen Folge von Punkten 
eine kontinuirliche Folge von Ebenen, von denen je zwei 
benachbarte sich in einer Geraden schneiden. Die Gesamt- 
heit dieser Geraden bildet eine geradlinige oder Regel- 
Fläche, deren Tangentialebenen die erzeugenden Ebenen sind. 
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IV. Daa DuaHtätapriBzäp. 

§ 17. Die Punktreihe. 



Wenn P^ Hud P^ zwei Punkte, pi =^ und p^ ^ 
ihre Gleichungen (in Hessescher Form), dann ist 

1) Us=Pi"ilp, ^0 

die Crleichoug eines Punktes P,, ;uif der Ver- 
bindungslinie von Pj und P,, wie man sofort sieht, 
wenn man Ug in der Fonn 

« (x^ — ^ X.,) + . . . d {1 — >-) ^ 

sehreibt, welches die Gleichung des Punktes ''' "- 



!- 



i' 



^ 



ist, der anl' P, P^ liegt und der l\ P^ im Verhältnis l teilt, 
(wobei X negativ wird, wenn P,, innerhalb der Strecke P^ Pj 
liegt, und positiv, wenn anfserhalb). 

Der Satz läfst sich auch geometrisch nachweisen. Setzt 
man in die Gleichung eines Punktes p in Hesseseher Form 
die Koordinaten einer ortsfremden Ebene s ein, so ist pe 
der Abstand des Punktes P von der Ebene e; ist die 
Gleichung des Punktes P in allgemeiner Form U gegeben, 
so ist Us : fi sein Abstand von n, wo /.t nach § 8 bestimmt 
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§ 17. Die Punktreihe. 109 

wird. Legt man durch ii-gend eiuen Punkt P^ z. B. (Fig. 27) 
Kwiachen P^ und P^ irgend eine Ebene, und fällt auf sie 
Yon Pj und P^ die Lote, so sind diese p, und p.^ und die 
Figur xeigt, dafs 

Pi'-Pä^PiPa-PäPa""'^; P, — P5'- = 
für alle Ebenen dureli Pg und nur für diese, wo Ä das 
Teilungsverhältnis von Pj P^ durcli Pg ist. Für innere 
Paukte ist X negativ, weil sowohl die Lote als die Strecken 
Pj Pg und P^ Pg entgegengesetKt gerichtet sind, für äufsere 
positiv, somit ist 1) die Gleichnng des Punktes P^. 

Sind Pj und P^ in allgemeiner Form Uj und n^ S^" 
geben, so sind die Lote rx^ : fi und n^ ; n, aber ihr Ver- 
hältnis u^iUj ist P^Pg iPaPg, also gleich A, somit 

1 a) Ug = U( — i. Uo ^ 

die Gleichung des Punktes P. 

Durchläuft i. alle mögliehen Wei^te, so bekommen wir 
alle Pnnkte P auf der Geraden P, P„. Für ä^O ist 
P == Pj ; für J. ^ 00 setzen wir fest, dafs P ^ P, sei. Die 
Gesamtheit aller dieser Punkte heifst (S. 8. VIII, S. 63) 
Pnnktreihe, die Zahl i heilst der Parameter, die Gerade 
selbst der Träger der Pnnktreihe. 

Ist h^ — 1, 80 liegt P in der Mitte der endliehen 
Strecke P^P^; ist il = -|-l, so liegt P in der Mitte der 
unendlichen Strecke P^ P^, d. h. im Unendlichen (infiS.S.VHI). 
Ist Pi { Pi — n Pa = 0, bezw. { u^ — ;u Bj — 0, so ist 
A : ;i wieder das Doppelverhältnis (anhannonische, S.S. VIII) 
der vier Punlde, und ist A-]-|i( = 0, so smd die vier 
Punkte harmonisch, ansgezeiehnet ist darunter das System, 
welches ans zwei Punkten, dem Mittelpunkt ihrer Strecke 
und dem unendlieh fernen besteht; es entspricht dem System 
zweier Ebenen und ihrer Halbierungsebenen. 

Aufgabe 1. Das Doppelverhältnis von vier beliebigen 
Punkten einer Punktreihe zu bestimmen. 

Dieselbe Rechnung wie in Aufgabe 1. § 14 ergiebt 
dasselbe _Resultat. Allgemein ist klar, dafs wegen der 
völligen Übereinstimmung der Gleichungen alle Folgerungen 
bestehen bleiben, und wir- die betreffenden Sätze durch Ver- 
tausehung von „Punkt" imd „Ebene" erbalten, worin eben 
das Dnalitätspriuzip liegt. 
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HO IV. Dag Dualitätsprinzip. 

Auch die Lehre von der projektiven 
ersten Teils (§16; § 32 etc.) bleibt fast unverändert. Ebenen- 
böschel und EbenenbUsehel, bezw. Punktreibe und Punkt- 
reibe, bezw. Pnnktreihe und Ebenenbltschel sind pr((jektiv 
zugeordnet, wenn von je zwei Gmndelementen ans sieh die- 
selben Doppelverhältnisse bestimmen lassen, also z. E. die 
Büschel definiert sind durch U^ — IV^ und V^ — ^ ^a i 
bezw. die Punktreihe durch v^ — Xv^ d. h. also je vier 
harmonischen Elementen des neuen Gebildes vier harmonische 
des andern entsprechen. Wir verweisen auf S. S. VIII (die 
Beweise bleiben wörtlich), bezw. auf Reyes grundlegendes 
Werk: Geometrie der Lage und stellen nur als 

Aufgabe 2. Im linearen Komplex sind die Punktreibe^ 
die ein Punkt als Pol besehreibt, und das Ebenenbttsehel 
seiner Polaren projektiv. 

Smd x^■, Xj ; s.^ — A x^ ; x., — fi x^, die vier Punkte, so 
sind nach Gleichung 8 § 13 U, = "i + ^ '^ — ^ lZl- 

etc. die Koordinaten der polaren Ebenen, und die Kechnung- 
ergiebt, wenn u^ ^^v^: Nj gesetzt wird: 

V, 'iVg V-, ' — u v„ 

u,. = -.V — -',v— ; n, =^ '-.=,■--- - <T-- ; 
Nj — an^ n, — .((is;.^ ' 

also, da t, { V| x -|- w^ y ^ t^ z — N^, e^ { v, x -|- . . . . 



Der lineare Komplex ist also ein spezieller 
Fall der projektiven Zuordnung von Punkten und 
Ebenen oder w. d. L, der gegenseitig eindeutigen 
Zuordnung von Punkten und Ebenen. 

Diese drllekt sieh analytisch aus durch das Gleichungs- 
system u, V, w (Achsenkoordinaten) 

g n ~ a^^ X -|- a^2 y ^- ajg z -|- a^^ ; 
^v =a^iX-f Sg^y-f ajaz + a^j 
^w -- aj, X + ao,3 y + a^s ^ + a^^ ; 
— S =^ »11 X + a^g y -f- a^s z -f a^^. 

Der lineare Komplex ist derjenige spezielle F;dl, bei 
dem Punkt und Ebene in einander liefen, also ux-j-vy 
-fwz-l-l-^O. 
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Multiplizieren wir die Gleichungen der ßeihe nacli mit 
X, j, z, 1 und addieren, so erhalten wir 

= a^^ x'^ + (a^3 + a^ J x y + +(»14 + a^,) x 

+ . . a,, =- 0. 
Da diese Gleichung tUr jedes System x, y, k erfüllt 
sein soll, so müssen die Koeffizenten verschwinden, also : 

3) a^^ = 0, a^a ^ 0, a^^ = ö, a^^ ^ 0; a,k + a« = 0. 

Das ist aber die Eigenschaft der Gleichungen, welche 
die u aus den x bestinimen; damit ist also bewiesen, dafg 
der linare Komplex der einzige Spezialfall der projektiven 
Beziehung ist, bei der Punkt und zugeordnete Ebene in 
einander fallen. Wegen der Gleichungen 3) bezeichnet man 
daher diese Art der Zuordnung als Nullsystem. 
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V. ÄbscimiU. 

Die Koordinatentransformation. 

§ Ib. Die Koordinatentransfoniiation. 

Verlegt man nun den Nnllpankt ohne l 
'des Aehsensystems, und sind die alten Koordinaten x . 
neuen ^, ij, C ii'id hat der neue NnUpnnkt die alten Ko- 
ordinaten X(„ y^, Zg, 80 war 

1) X ^= § -j- Xp . . . . ; g = X ~ Xu, . . . 

Von dieser Paralleiverschiebung (die zugleich als eine 
Parallel Verschiebung dee Raumes anfgefafst werden 
kann) haben wir schon Gebrauch gemacht, z. B. zur Be- 
stimmung des Ahstands zweier Punkte. 

Transformation eines rechtwinkligen Achsensyatems in ein 
rechtwmkligea mit Beibehaltung des Nullpunkts. Es mögen 
die neuen ^-Achsen mit den alten Achsen der Reihe nach 
die Winkel «j, ß,^, y^, bilden, etc. und die Kosinuszeiehen 
weggelassen werden, dann haben wir das System 

2) «l + z^i + yi^l und 2a) «, «^ -f ft ,?„ + r^ /^ = 
4-\-ßl^rl = l «,«,+ =0 

4-\-^^ + yl = i «a«i+ =0 

Das System 2 a) drückt ans, dafs auch die neuen 
Achsen aufeinander senkrecht stehen. Da die alten Achsen 
mit den neuen die Winkel a, «^ a^, ,S, . . ., y^^ ■ ■ ■ bilden, so 
haben wir ohne Rechnung ans 2 und 2 a (da die Begi-iffe 
„alt und neu" relativ) 

3) «1 + «a -|- «s ^ 1 etc. 3a) «^ ft + = ; 
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Die Heaaesche Gleiehung der j^-Ebene ist in alten Ko- 
ordinaten 

Setzt man daiin die Koordinaten des beliebigen Punktes P 

ein, so ist sein Abstand von dieser Ebene durch die linke Seite 

in alten Koordinaten aasgedrttekt, während er in neuen gleich 

tj ist, somit haben wir die Transforniationsgteichungen 

4) $' = «,x + j3,y + /iZ 

■^ ^ «, X + (?, y + ;-, z 

C = «3 s + f's y-\-n ■'' 




Genau in derselben Weise erhalten wir ohne Rechnung 

5) x = aJ + «,, + «.C;.... 

Dies System kann auch eius 4) abgeleitet werden, da- 
durch, dafs wir die Gleichungen des Systems der Reihe 
na«h mit a^, a^ «^ ; multiplizieren und addieren und die 
Formeln 3 a) anwenden, dann mit /?,.-• ete. 

Man unterscheidet xwei Arten von Transfor- 
mationen; entweder kann das neue System durch Drehung 

äiiiiDn, Anilfttache äeometrie des BHniaes. 8 
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des alten erbalten werden, oder nicht. Läfst man nftmlich 
das Achsensystem unverändert, vertanseht aber die positive 
nnd negative Richtnng anf allen drei Achsen, eo kann das 
alte System mit dem nenen nicht dnreh Drehung zar Deekang 
gebracht werden. Die Systeme sind nicht kongTuent, aondern 
symmetrisch, wie anf der Kugel ein sphärisches Dreieck und 
das Dreieck seiner Gegenpnnkte. Zu jedem Aclisensystem, 
mit dem man das alte durch Drehung zur Deckung bringen 
kann, gehört also immer eins, fiir das die Kongruenz nicht 
möglich. 

Aufgabe 1. Die Formeln 4 bezw. 5 durch den Pro- 
jektionssatz: „Die Projektion eines geschlossenen Umrisses 
auf irgend eine Gerade ist Null" abzuleiten. Man projiziere 
den geschlossenen Linienzag P Q M auf X' bezw. 
P' Q' M O anf X. Fig. 28. 

Aufgabe 2. Zu beweisen: \ß^ y^] = ea^; [ß,^ y^] ^ e a^ ; 
[ft3'2] = e"s;-- ■ |>2"s] = «A-- ■ wo « = + 1. 

Der erste Teil der Behauptung ergiebt sieh unmittelbar 
aus je zwei der Gleichungen 3 a) bezw. 3); der zweite 
daraus dafs 

Die beiden Arten der Transformation unter- 
scheiden sich analytisch also dadurch, dafs beider 
ersten e=;-1-1i ^^i ^^^ zweiten e^= — ^1; bezw. die 
Determinante «ilj^g ^a] + ■■■ = + 1 oder gleich — 1. 

Aufgabe 3. Die Gleichung 3) herzuleiten durch 
folgende Betrachtung. Da jeder Punkt seine Koordinaten 
und jedes Tripel von Koordinaten seineu Punkt bestimmt, so 
müssen die alten Koordinaten linear durch die neuen und die 
neuen linear durch die alten ausdrilekbar sein. Wir haben: 

y ^ Si ^ + »aa 1 -1- a^a t -i- a,, 

z ^ %! S + Sg, 1) + aj3 ? + a^^ 

Da der Anfangspunkt unverändert, so sind a^^^; a^^; 

a^j alle 0, für die ^- Achse ist ij = 0, ^ ^= 0, also x =^ a^^ ^, 

y^^sj^' '■^ = hi^> also ^1 =^«1? a^i^Ai ^1 = ri etc. 

Diese Methode ist im Prinzip die einfachste. 

Aufgabe 4, Die 9 Konstanten der Transformations- 

gleiebungen, zwischen denen die 6 Gleichungen 2 bezw. 3 
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, dareli drei Parameter auszudrücken. Die Aufgabe 
ist an sich auf mehrfache Weise lösbar, wir leiten hier 
die Eulerscheu Formeln ab und nehmen an, die Transfor- 
mation sei erster Art. Es seien Fig. 29 OXYZ; OX'Y'Z' 
die zwei Koordinaten - Dreikante ; Der Winkel YOY' sei 
if) (der frühere ß^), der positive Strahl OS der Schnittlinie 
der alten und neuen y-Ebeue mache mit -|-x den Winkel go, 
so dafs, wenn man das alte Dreikant um die y-Achse 
dreht, --|- X sich mit S deckt und Z nach Z, kommt 
nnd OZj i OS; dreht man dann das System nm die Achse 




OS, nm den Winkel ip, so kommt Y nach Y', OZj bleibt 
in der Ebene YOY' und gelangt nach OZ^; dreht man 
jetzt das Dreikant um die Achse OY' so dafs OS nach 
X' kommt, um den Winkel S X' oder &, so fiillt Z^ 
auf OZ'. 

Man hat also hintereinander drei plane Koordinaten- 
Transformationen auszuführen. 

Bezeichnet man das erste System durch die Marke 1, 
8* 
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das zweite durch die Marke 2, so hat man f Ur die Drelmiigen 
fp,rl>,» nach S.S. VIII: 

y = Jl ; X = Xj^ COS (jp — Zj SÜl <p; 

z ::::= Xj sin (f "|-" ^1 ''o^ *? 
x^ ^ Xj ; z^ ^= Zj cos <p — Ja sin ip; 

jj = Zä sin 1// + jj cos 1/) 
y^ =■- y' ; Xg ^ x' COS * — z' sin 5- ; z^ = x' sin i? -^- z' cos & 
und nach Elimination der Hilfsgröfsen x^, x^ . . . 

6) X ~ x' (cos 9> cos -y- — sin (p sm & cos t/i) -f- y sin y 

sin i/i — 2' (cos (jo sin S' -[- sin ip cos ■& cos </') 
y :^ x' sin 5- sin i^ -|- y' eos ip -\-z' sin i/i cos 5- 
z =7L (sin y cos ^ -|- eos ep sin ■S' eos t/i) — y' eos tp 
sm Tp — z' (sin tp sin ■& — cos (// eos ^ eos (f)) 
ans dem Vergleich von 5) mit 6) ergehen sieh die Werte 
der a, ß, y. 

Aufgahe 5. Die Gleichnngen 6) für den Kall, dafs 
a^ = 90" bezw. ^^ ^^ 0. 

Aufgabe 6. Die Transformation eines beliebigen 
Aeheensystems luv in ein anderes mit gleichem 
Nullpunkt. 

Die Eichtungspunkte der drei neoen Achsen seien 

a^ b( Cj ; a^ . . . a^ 

Die dritte Methode (Aufgabe 3) giebt dann ohne weiteres 

7) x==aj§4-a^)j4-ag? 

Z ^= Cj^ ^ -\- G^ rj -\- Gg C 

wo (p (a, bj c,) = 1, y (a^ b^ c^) = 1, <p (a^ hg e^) = 1 (vgl. § 9 
S. 43), 

Aufgabe 7. Die Transformation durch die Projektions- 
methode auszuführen 

^ + y»' + z/^ = "i? + "aV + «ä? e*e. 
Aufgabe 8. Die erste Methode auf beliebige Systeme 
anzuwenden. 

Die Gleichung einer Ebene, welche in auf der alten 
X-Achse senkrecht steht, ist in neuen Koordinaten a^^-^-a^ij 
-j- ßg t ^= und in alten Koordinaten x-\-jv-\-x/i = {l also 
i + y» + z,,^o,§ + «,, + o,t 
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ehenso erhält man 

g + »j ''' + ? ^'' = «1 ^ + (^1 y + j'i z ■ ■ ■ ■ 

Die ganz allgemeine KoordinatentranBformatioii, bei der 
aufser der Richtung der alten Äcbaen noch der Anfangspunkt 
verlegt wird, läfst sieh auffassen als ParallelYerschiebung 
und Riehtungsänderung. Man braucht daher nur zu den 
Formeln 7) die alten Koordinaten x,,, j^, 7.^ öes neuen Null- 
punkts 0' hinzuzufügen. 

Von der Transformation eines schiefen Systems in ein 
schiefes System wird selten oder nie Gebrauch gemacht, 
wohl aher von der eines schiefen in ein rechtwinkliges 
System. Dann aind X, v, ß Null; «^a^ + /^i**! ~l" ^i '^a =^ ö; 
ßaaj4-....-^0; «,a, + .,. = 0. 




Von einem rechtwinkligen System 
auf ein planes rechtwinkliges System mit gleichem 
Nullpunkt überzugehen. 

Wir behandeln einen Spezialfall. Die neue s- Achse sei 
die Schnittlinie der Ebene, die wir als y-Ebene wählen, mit 
der alten y-Etene. Der allgemeine Fall läfst sich auf diesen 
Fall und eine Drehung in der Ebene zurückführen. Wir 
betrachten nur Punkte der gegebenen Ebene, setzen also 
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Tj = 0, Nennen wir den Neigungswinkel der Ebene mit der 
y-Ebene (Fig. 30) i (und ebenso cos i) und den Winkel der 
I- und X-Achse a (identisch mit <p), 80 ist: 
öj =: ß; ß^-^= 90, j"! ^ 90 — a; eos a^ (bezw. a^)=^ cos 90 
cos a-\-sma sin 90 sin i = sin« sin i (Dreikant §jjx), ß^^i; 
y^ (aus Dreikant i/ z |) = — « sin i ; a^=^ — i sin «; 
^,-90-i, y^^i.a 
daher 

8) x=^ß| — isinof^; y^^sini^; z^sinag'-j- i«^. 

Man kann das Resultat verifizieren, indem man in den 

Eulerschen Formeln i^ = setzt (v'ij'^=0)] (p^a, ip = i. 

Aufgabe 10. Den Schnitt der Kugel x^ -|- y " -|- z^ = r* 

mit der Ebene a, i. Die iaubstitution 8) ergiebt: g^-^-C^^rr^ 

Aufgabe 11. Die Fläche ^jX^-|"^a y^ + ^8 ^^= 1 ^^ 
durch eine Ebene, welche durch gelegt ist, zu sehneiden, 
dafs der Schnitt ein Kreis wird. Man erhält: sin 2 a eos i — 0; 
eos 2 ß (X^ — ^g) = sin- i \X^ — i.^ sin* a — Ig cos^ «). Ist 
l^ = ig, 80 ist i = 0, X = 0, aufser wenn J.^ = Ä,^ = k^, in 
welchem Falle i und a unbestimmt bezw. beliebig. Ist J.-,^^, 
so ist entweder 

sin a -— 0, a ^= 0*'; eos- i = -y r— 

oder 

cos K := 0, ß = 90"; cos- i = -r^-y- 

cos i = 0, i = 90"; cos- « =^ ~ — -.--. 

Es giebt also drei Paar Kreisschnitte, von denen aber 
nur eins reell ist. 

Aufgabe 12. Die Fläche A^x^ + ^l^ y- + 2 pz = so 
durch eine Ebene in zu schneiden, dafs man eine Parabel 
erhält. 

Die Bedingung (S. ö. VIII S. 124) a,! asa — aiä = giebt 
entweder a^O, also jede Ebene durch die z- Achse, oder 
i:=;0, d, h. die y-Bbene. Ist l^=^0, so ist jeder Schnitt 
eine Parabel. 

Aufgabe 13. Dieselbe Fläche durch eine Ebene durch 
in einem Kreis zu schneiden. 
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Wir erhalten 1) i = also 4-i^9i)^, a^ = -^; 

2) sin a = 0, 8inM = -^; 3) « = 0, tg^^^^I^i dann 

ist der Schnitt eine Gerade (die sowohl als Parabel wie als 

Kreis angesehen werden kann}. 

Aufgabe 14. Gegeben das Achsensystem X^ji = v 
= 60", es 8oU in ein rechtwinkliges Aehsenaystem trans- 
formiert werden mit gleichem Nullpunkt, und so, daCs jede 
Achse in der Symmetrieebene zu den beiden anderen um 
den gleichen Winkel gedreht wird. 

Der Winkel, welchen die Symmetrieachse des gleich- 
seitigen Dreikants von 60" mit jeder Kante einschliefst, ist 

gegeben durch cos ^ i= ^ --- ; der entsprechende Winkel 

des gleichseitig rechtwinkligen Dreikants ist 90 — ■ (p, derselbe 
Neigungswinkel des ersten Droikants ist ebenfalls <p; alao: 

o o 6 

cos xij = -i-]^2; cos yii = -ö-y"2; cos z i; =^ -^ 1^2; 

cosxe = -|-y"2; eosyr^-^/3; cos z t -= -|- y"2: 

Aufgabe 15. Ein rechtwinkliges Achsensystem in ein 
eres zu transformieren, so dals jede neue Achse mit der 
betreffenden alten Achse einen Winkel von 60° einschliefst 
und in die zugehörige mnkelhalbierende Ebene hineinfällt, 
und die Winkel des neuen Systems zu berechnen. 

Aufgabe 16. Ein rechtwinkliges Ächsensystem in ein 
rechtwinkliges so zn transformieren, dafs jede neue Achse 
mit der betreffenden alten einen Winkel von 60** einschliefst. 

Wir erhalten a^ =^ ß^ = j-^ = — ; a^ = ß^ = yj^; a^ — ß^^ 

= 7,; «, + ", = i; «.«. = ^--; «.»id + i^s); 



«,= ^ii+V!.). 
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Aufgabe 17, Wie 15) mit Beimtanng der Eulerselien 
Formeln. 

Aufgabe 18. Das System >. = ;i = j' = 60" so zu 
transformieren, dafs it' = ,«' ^^Z ;= 60"; die neue y-Aohse 
mit der alten x- und der alten y-Achse Winliel von 60* 
bildet, die neue x-AcLse deegl. mit der alten x- und der 
alten y-Aehse und beide neuen Acbsen im alten Oktanten 
+ + -{- liegen. 

Aufgabe 19. Transformation der Koordinaten einer 
Ebene durch Übergang auf ein Acbsensystem mit dem alten 
Nullpunkt. 

Ist die Gleichung der Ebene s im alten System 
£ ' Uj s -|- Uj y -|- Uj z -|- Uj = 
und im neuen 

e j V, x' -|- Vg y' -\- Vg z' -|- v^ =^ 0, 
80 ergiebt sich durch Benutzung von 7} ond Identifizierung 
der beiden Gleichungen von e 

9) u^ ^ a^ Vi -j- a^ Vg -j- a^ Vg ; Uj ^= b, Vj -|- ■ ■ ■ ; 

O3 ^= Cj v^ 4" ■ ■ ■ ; "4 ^ ■^'i- 
Wenn mau sieh auf Drehung beschränkt, ist die 
Transformation der Ebenenkoordiuaten der Trans- 
formation der Punktkoordinaten völlig gleichartig. 
Aufgabe 20. Transformation der Ebenenkoordiuaten 
durch Parallelveraehiebung nach X(j . . . Ist 

£ I u, X + , . . -|- u^ = 0, 
80 erhalten wir 

£ ! u, x' -f Ug y' + u^ z' -|- v^ 
wo 

v, = «1 x^ + Ug y„ -f Hg z„ + Uj. 

Aufgabe 21. Beliebige Transformation der Ebenen- 
koordinaten. 

Resultate wie in Aufgabe 19), nur für v^ das Resultat 
aus Aufgabe 20. Die Änderung, welche die Ebenen- 
koordinaten gegentlber den Punktkoordinaten bei Paraüel- 
versehiebung bezw. Verlegung des Anfangepunktes erleiden, 
ist der Anlafs gewesen, das dreiachsige Koordinatensystem 
zu Gunsten eines homogenen Systems, das den Dreiecks- 
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koordinaten in der Ebene entspricht, also zu Grimstcn von 
Tetraederkoordinaten, zu yerlassen. 

Man betrachtet dabei als Koordinatenebenen die vier 
Ebenen eines (Fnndamental-) Tetraeders und setzt als die 
vier Koordinaten eines Punktes vier Zahlen, welche den mit 
wUlkUrlichen Konstanten mnltipliziei-ten Abständen von den 
vier Koordinatenebenen proportional sind, es sind dann 

Aufgabe 22. Die Tetraederkoordinaten eines Punktes 
durch seine rechtwinkligen auszudrucken. 

Aufgabe 23. Die rechtwinkligen Koordinaten eines 
Punktes auf seine Tetraederkoordinateu zurückzuführen. 

Beide Aufgaben machen dem mit Determinantenrechnung 
Vertrauten keine Schwierigkeit, 

Als homogene (Tetraeder-) Ebenenkoordinaten werden 
dann vier Zahlen gewählt, die sich verhalten wie die 
Koeffizienten der Variabein in der auf Tetraederkoordinaten 
transformierten Gleichung der Ebene. Die geometrische 
Bedeutung dieser Koordinaten entspricht der der Punkt- 
koordinaten, sie sind den mit konstanten Zahlen multipli- 
zierten Abständen der Ecken des Fundamentaltetraeders von 
der betreffenden Ebene proportional. 

Alle Transformationsgleiehungen haben das gemeinsam, 
dafe die alten Koordinaten durch die neuen, die neuen durch 
die alten linear ansdtüekbar sind; der Grad einer 
Gleichung f (xy z) ^= bezw. f (x^ x^ x„ x^) = oder 
ip (uvw) = bezw. y (Uj . .u^) =^ wird also durch eine 
Koordinatentransformation nicht geändert. Ist 
f (xyz) = algebraisch und vom n. Grade, so sagen wu-, 
die Fläche Fif=0 ist vom n. Grade und algebraisch und 
beweisen den Satz: 

Eine algebraische Fläche n. Grades, eine F", 
hat mit keiner Geraden, die nicht ganz auf ihr 
liegt, mehr als n Punkte gemein. 

Ist g eine beliebige Gerade, so kann man die Ko- 
ordinaten 80 transformieren, dafs g zu einer Achse wird, 
z, B. zur ^-Achse, nach der Transformation kann der Grad 
von § in 4{^"»j£) nicht n ttbersteigen, und wird im allgemeinen 
n sein. Setzen wir nun ij =; 0, C = 0, so erhalfen wir eine 
Gleichung n. Grades f^ (§" 0) = Ö, welche mit ii = 0, C = 
die n. Punkte giebt, in denen die g-Achse, d. i. g, die Fläche F 
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schneidet. ZäJilen wir, wie in der Algebra, zusammenfalleiide, 
imaginäre und unendlicli grofse Lösungen, so liaben wir den 
Satz; jede F" wird von jeder Geraden in n Punkten ge- 
sehnitten. Ein Gebilde von Ebenen, das durch die Gleichung 
(p (u, V, w) bezw. rp (n^ . , u^) ^^= dargestellt wird, nennen 
wir mit Eeye ip"; ist ip vom n. Grade oder richtiger von 
■der n, Dimension in den Vaciabeln, so heifst tp" eine Fläche 
n. Klasse und wir beweisen den dualen Satz : 

Auf keiner Geraden, die nicht ganz in 9" liegt, liegten 
mehr als n Ebenen der Fläche. 

Aufgabe 24. Die beiden letzten Sätze unabhängig von 
der Koordinatentransformation zu beweisen. 

Wir beweisen den zweiten Satz. Seien Oj"..Uj" und 
Uj' . . öj' zwei Ebenen von g, so ist jede andere dargestellt 

■durch u/'-|-^iii' «id die Ebenen des Gebildes, welche 

durch g gehen, erhält man, wenn X aus der Gleichung 
(jp (u/ -j-ru^' . . . .) =^ bestimmt wird. Dies ist aber für 
A eine Gleiehnog n, Grades, welche entweder n oder un- 
aählig riele Lösungen hat, d, h. identisch für jedes /., d. h. 
fUr alle Ebenen von g erfüllt ist. 
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VI. Absclinitt. 

Die Kugel. 

§ 19. Die Gleichung der Kugel, Potenzsafcz. 

Die Kugel wird definiert als Ort der Punkte, die Ton 
einem gegebenen Punkte M { |, ij, £, dem Mittelpunkt, die 
gegebene Entfernung r haben, dann ist bei rechtwinkligem 
System : 

1) K!(x--S' + (y~l)' + C2-D'-r'==0 
und bei beliebigen System (vgl, § 2 Aufgabe 1, § 5. Aufgabe 1) 

1 a) K { (X - §)^ + . . . + 2 (X - g) (y - ^) eos ^ + . . . 
— r^ = 0^9){x— g .. .)^r^ = 
die Gleichung der Kugel in Punktkoordinaten. 

Setzt man in K die Koordinaten eines ortsfremden 
Punktes P, so ist Kp == M P^ — rl 

Zieht man dcrch P { x^ . . eine Gerade g, welche die 
Richtungskoordinaten a, h, c, hat, eo sind ihre Gleichungen 
nach § 9, Formel 2b) 

x^:^Xy-l-Aa; y^yo+^b; z^^z^ + ie, 
wo k den Abstand des laufenden Punktes von P bezeichnet. 

Die Schnittpunkte dieser Geraden g mit der Kugel K 
erhält man, wenn man diese Werte in K = einsetzt, und 
die dadurch bestimmten i. berechnet. 

Da diese Aufgabe häufig wiederkehrt, wollen wir sie 
allgemein ftlr alle Flächen zweiten Grades erledigen. 

Eg sei f (xyz) eine Form zweiten Grades, sie besteht 
aus Gliedern zweiten Grades, ersten Grades und einer 
Konstanten. Wir machen f (xyz) homogen, indem wir eine 
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Hilfsvariabel \, einftihien und setzLO -i — — — y^ — —; 
a =^ — ä- ; (es enbpriclit die*» dem Übergang auf Tetraeder- 
koordinaten), setzen wir i^^l so smd x, ete mit xyz 
identisch. Nach Maltiphkatinn mit \4 iit dinn 

Xif (xyz} = «ijX,-[-2aj x^x^-\-Zs,j x^\ -h^^i^^x^s^ 
-|- a^g Xa-f 2ajs3ia Xj + '^^4^s'^4 "h ^^39^3 + -^si^s^j 
+ ^n 4 
oder köiKer, wenn wir x^ = ausseliliefsen, 

f (xyz)|Jai,XiX,if(x,..xj|f(xO 
wo die Indiees i und k alle Werte von 1 bis 4 durchlaufen 
und aLk^^^aiii ist. 

Setzt man in f (Xi) für Xi ein: Xi-j-^i ond ordnet nach 
Potenzen der gi so ist 

f(xi + gO = A + i'Bi^, + i:C,t$i^. 
Sind alle ^=^0, so ergieht sich A = f(Xi). Sind aUe 
X— 0, so mufs f (§:) — ■^ä.nlilii^SCiiililv sein, also 
Ci,-ai, 
Ist ?i = Xi, so ist f(xi+^i)=^f(2Xi) = 4f(Xi}, somit 
2xiBi = 2f(xO 
und ^^^ 

Bi = 2 (xj ai 1 -|- Xg ai2-|-^3 ais + x^ ai*) ^^ 2 S ai^X],, 

wo i fest ; d. h. man erhält 2 Bi , wenn man in der homogenen 
Form f(xi) die Zahl xi vor die Klammer nimmt als den zu- 
gehörigen Faktor. Man bezeichnet diesen Faktor mit j f (Xj) 
auch ^ f Xi also 

2) f(x, + E,) = t(xO + 2|,f{s) + t(|,) = f(x,) 

+ 2x,fa) + f(&) 

Ist $i =; t Vi , 80 ist 

2a) f (Xi + tV;) = f (X;) -4- t ^X; f (V,) + t^ f (Vi). 

Das Resultat nnsrer Einsetzung in K ^= erhalten wir, 
wenn wir x^ ^^ 1 und v^ ==^ 0, und t =^ ^ setzen also 

3) K (X, -|- /. a . . . . ) ^ K (X, . . . ) 4- 2 ;t fa -/>' x„ — g +) 

+ k^ (f (a, b, c) = 0. 
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Der Faktor von l'^ ist nach § 5 Aufgabe 1 gleich 1. 
Wir liaben also för X eine Gleichung zweiten Grades, die 
Kugel gehört also zu den Flächen zweiten Grades (nach 
ßeye: F^) oder Quadriks, sie wird von keiner Geraden in 
mehr als zwei Punkten geschnitten. 

Nennen wir die beiden Wurzeln der Gleichung "1 %^ 
nnd l^ und bezeichnen die betreffenden Punkte in denen 
die Gerade g die Kngel schneidet mit P nnd Q, so ist nach 
den Sätzen über die quadratische Gleichung l^Hchubert, 
Arithmeük S. 154). 

4) Ä,^,=PQ. PR=K(x?) 

^ M P ^ — r = = (M P + r) (M P ~ r), 

d. h. der Potenzsatz S. S. VIII S. 86 gilt auch rtlr die Kngel, 
oder 

Das Produkt der Abschnitte aller Kugclsehnen 
durch denselben Punkt Ist konstant. 

Dieser konstante Wert heifst: Die Potenz der Kugel 
in diesem Punkt. Setzt man in die Gleichung der 
Kugel 1 a) die Koordinaten eines ortsfremden 
Punktes, so erhält man die Potenz der Kugel in 
diesem Punkt. 

Aufgabe 1. Ort der Punkte in denen die Kngel die 
gegebene Potenz p hat. 

Aufgabe 2. Wie ist die Potenz der Kugel in Punkten 
des Innern? untere Grenze der Potenz? 

Aufgabe 3. Rechtwinkliges System g = r; = C ^^ 0; 

Schnittpunkte der Geraden x — r-|-i y — , y — r-f^^' -^i 

z = r-|- ^ y -^ ™i* der Kugel. 

Aufgabe 4. System J. ^ jt = jttz: 60, ^" ^ t/ = ^ := 0, 
Schnittpunkt der Geraden, welche mit den Achsen gleiche 
Winkel bildet, mit der Kugel. 

Aufgabe 5. Wann stellt eine quadratische Gleichung 
f(xyz) = eine Kugel dar? 

f(xyz)^0 mufs mit r/i (x — | . . . .) — r^ -= { sein; 
also aj, ^a^j =agg — o; und da c 'A 0, so kann man 
c = l setzen, a^^ ist dann die Potenz des Nullpunktes 
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für die Kugel; Sj^ = oos v, a^^ = cos fi; a^^ = cos l; 
^ »n^^ -\-^ eos v -|- ^ cos ft etc. Für reclitwinkliges 
System müssen also a,ä, a,.,, a^g Null sein nnd a^^ ^^ — | etc. 

Aufgabe 6. Ort der Punkte deren Abstände von zwei 
festen Punkten ein festes Verhältnis haben; rechtwinklige 
Achsen. 

Sind Ä nnd B die festen Punkte, P der laufende Punkt, 
seien C und D die Punkte auf AB, welche AB innen und 
aufsen in dem festen Verhältnis PA: PB^J. teilen, ist 

M die Mitte von CD so ist ... M j -- ^J^lf" ■■■ {?...-, 

die Strecke C M bezw. M D oder r ist —~r^ — j^ und man 
findet bei rechtwinkligen Achsen ohne weiteres 

der gesuchte Ort ist also die Kugel mit Centrum M und 
Radius r. 

Aufgabe 7. Wie 6), beliebige Achsen. 

Eesultat : (p{x — 1) — r^ ^ 0. 

Aufgabe 8. Ein Punkt bewegt sich so, dafs das 
Quadrat seines Abstands von einem festen Punkt aum Ab- 
stand von einer festen Ebene ein festes Verhältnis bat. 

Aufgabe 9. Schnitt der Kagel durch eine Ebene. 

Ml 0, 0, 0; K 1 y (X y z) — r% Ebene e\ xa-\- y ß 
-{-■/.y — a^-^ü. 

Sind a, b, c die llichtungskoordinaten der Normalen 
von M auf e, so ist der Fufspunkt F {na, nb, nc. Wir 
bilden f/i {x — n a ; . . ) fllr einen gemeinsamen Punkt, und 
erhalten nach 

2a) 7)(s-na) = 9)(s)-2n[ßx + ;^y + ;'7) 
+ n^9(ahe) 
d. h. 

5) ip (^ ■ — n a) ^ f- — u- 

Die Sehnittkurve ist also ein Kreis mit dem Kadius 
V'r^ — n^ 

Aufgabe 10. Ort der Punkte, für welche die Summe der 
Quadrate der Abstände von zwei festen Punkten konstant ist 
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§ 19. Die Gleichung der Kugel, Potenzsatz. 127 

Ist (p(x)^=f (x, y, z) und haben ip' (x), rp' (y) die alte 
Bedeutung (§ 9), so ist 

f=(p (x — Xj + (/) [X — Xb) — c' = 
iiud nach 2 bezw. 2 a haljen wir, wünn x^, = ^ (x^ -]- Xb) ete. 

f ^ f/) {x — Xm) — r- ^ 0, 
wo i^ ^--:: f/> (x„) — -^ (ip (xa) 4- *j[> (xi,) — e-). 

Aufgabe H. Ort der Punkte, fttr welche die Summe 
der Quadrate der Al)stände von beliebig vielen festen 
Punkten, jedes multipliziei-t mit einer beliebigen Zahl kon- 
stant ist. 

Seien die Punkte \ bis x,, in, bis nin die Koeffizienten 
Xm etc. die Koordinaten des Schwerpunkts der mit den 
Masseu m^ bis m„ ausgestatteten Punkte, so ergiebt die- 
selbe Rechnung (wieder mit Benutzung des Faktums, dafs 
q>' (Xfl) -j- <f)' (xb) -j- . . ^^ ly' (xa -|- xi, -|- ■ ■) ''>^^ 0'"'' <^io Kugel 
um den Schwerpunkt mit dem lladius r, wo 

1 (.2 

r- = (/)(xB,: 

Aufgabe 12. Durch die Tier Punkte 111; 110; 101; 
011; die Kugel zu legen; rechtwinklige Achsen. 

Wir fassen die Aufgabe zunächst ganz allgemein; durch 
die vier Punkte Xj bis x^ die Kugel zu legen bei beliebigen 
Achsen. 

Wir haben (p (xi — ^) — r' = etc. das ist 
»> (x,) - 2 1- S y' (X,) + f © - r' = 0. 
Dies giebt zum Bestimmen von ^'i/t das System: 
g 9?)' (Xi — x^) + . . . = — {<p (Xi) — <p (x^) ) 

. jetzt nur die Wei-te 1 bis 3 durchläuft. Das System 
t ^' i; C unzweideutig, aufser wenn die Determinante 
versehwindet, d. h: 

fp' (x^ — Xj) [(p' (y^ ~ yj ip' [zj — zJl + . . . = 0, 
d. h. aber, dafs die vier Punkte in einer Ebene liegen. 
Also: Um jedes Tetraeder läfst sich eine und nur eine 
Kugel legen. 



y Google 



{ VI, Die Kugel. 

Hier erhalten wir: 



also 5-^*,^^^--, r^---^- 

Aufgabe 13, Durch die vier Punkte 123, 231, 312, 
000; die Kugel zu legen. 

AcJisensystera /L =; /( ^ v = 60", 

7|_|_8'^ + 9e = 25; 8g + 9*) + 7C^^ 25; 
9^- + 7«? + SC = 25; 8§ + 8^; + 8t = 25; 

^=:.^ = C.-.25:24; r^ = vU=))Oi '^—^ 

§ 20. Die Tangentialebene. Die Polarebene. 

Die Gleichung der Schnittgerade (3) zeigte, dafs die 
Kugel von einer Geraden nar in zwei Punkten geschnitten 
werden kann. Liegt der Punkt P ) ^to *"f ^^^ Fläche, so 
ist K (X(j) = und eine Wurzel von 3) ist A ^ 0, wie an 
sieh klar, da P P ;^ ist. Wenn aber auch noch der 
Koeffizient von /t in 3) verschwindet, so sind beide Wurzeln 0, 
uud die Gerade hat nur P mit der Kugel gemeinsam, auch 
der zweite Schnittpunkt fällt auf P, die Gerade ist eine 
Tangente der Kugel in P. 

Da in der Gleiehimg agri' (x,, — ^) -j- . . . ^ die Gröfsen 
a, b, c durch die ihnen proportionalen Linienkoordinaten 
^ — ''«I y — y«) 2 — 'i(, ersetzt werden können, wo x, y, z 
die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Geraden, so 
hahen wir für die Tangenten 

a) (X — X(,) ^' (Xj, — g) + . . . . =-= 0. 

Da X — X|| =^ X — ^ — (x„ — 5'), so ist a) j (x — S,) <p' (x^ 
— ^') ^ . — (Xn — 1) fp' (xj — g). Der zweite Teil ist aber 
(p{yi.(, — i) und weil P auf der Kugel liegt, gleich r-, also 
haben wir 

G) (x — 5) <p' (x^ — 5) + {y — 1;) (p' (yo — 1) 
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Diea ist die Gleichung einer Ebene, der aämt- 
liche Punkte jeder Tangente in P genügen, alao hat 
die Kugel in jedem Punkt P eine Tangentialebene, 
deren Gleichung 6) ist. 

IstdieGieiehung eines Punktes P auf der Kugel in Ebenen- 
koordinaten p I u Xg -f- V y„ -|- w Zfl — 1^0, 80 sind u, v, w 
die Koordinaten seiner Tangentialebene, wenn u ^ <f ^' (x^ — §}; 
Y=iotp' {y^ — Tj); w^^atp'lz^ — ?) wo o durch p bestimmt 
wird. Man hat sofort (Tgl. S. 59) F, die zu y adjungierte Form, 

F (u, V, w) = r^ ff^ sin^ k 
und da (xp^l) <p' (x^ — ^) -j- . . ^ t^; (x^^ §) u -^ . . ^ r^a 
und da Xfl u 4" ■ • ■ ^ li so ist ■ — r^ o- = | u -|- 1) v 4- ^' w — 1 
und somit: 

7) F(u,v,w)r^:-(gu + ^v + Sw-irsin*x. 
Dies ist die uns schon bekannte (vgl. § 16 Auf- 
gabe 5) Gleichung der Kugel in Ebenenkoordinaten, 
welche ausdrückt, daCs der Abstand der Tangential- 
ebene vom Centrum gleich dem Kugelradius. 
Die Kugel ist eine Fläche zweiter Klasse. 
Ist die Tangentialebene gegeben, so erhält man für 
den Berührungspunkt: 

^-^ ^ «rsin^-^ (^-u-l-'^Y + ew— 1) sm^x 

X £ 

Man siebt, dafs — ^ — etc. die Eichtungskoordinateu 

der Normalen vom Nullpunkt auf die Tangentialebene, 

-tt: — ; r—s- — — -— - etc. die Richtungskosinus derselben 

(^u + );v + Cw— 1) 
sind. 

Wenn das Aebsensystem rechtvrinklig, so sind <p und P 
identisch und <p' (s) ^^ F' (x) = x; sin^ x =^ 1; somit 

6a) (x-g) (x„-|) + ...-r^-0. 

7a) (n' + v* + w^)r= = (|u + ^v + ew— l)^ 



a) Xo- 



■ (^n + ^v + gw-l)- 
Es sei P ! u x^ 4- v y^ 4- w z^ — 1 = ein beliebiger 
Punkt und u, v, w irgend eine ihn enthaltende Tangential- 

SluEiiL, AnalTtiscIie CisoiDelrie des Ronmes. 9 
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ebene der Kugel, x . . . ihr BetUhrungspuiikt. Da zwischen 
den Gröfsen u, y, w zwei Gleichungen bestehen, die des 
Punktes P und die der Kugel, so giebt es eine einfach- 
unendliche Schar von Tangentialebenen der Kageln durch 
den Punkt P und somit eine einfach -unendliche Schar yon 
Berlihrungspankten. Für diese Berührungspunkte haben wir 

<;{s9.'(x-§) + ...)-l=0 
(x-x,)y'(x— ^+(y— yi)¥i'(y— ij) + (z — zj^'(z— 0^0 

((x-g-(x,~§))9)'{x-|) + .... = 0. 
Da (x — D q5'(x~|) + ... = <;o(x — |) = r^ 

und (x,~-g) 9,'(x-g)-f ... = {x-^^'(x,-g) + ... 
80 erhalten wir 

9) (ü— 1) f'(ii — e + (? — •/) »'(y.—i) 

+ (.-g c/(z,-t)-r' = 0. 

Dies ist die Gleichung einer Ebene, welche 
genau der der Tangentialebene konform ist, nur 
dafs an Stelle des Berührungspunktes der Punkt 
X, . . . getreten ist. Also; 

Alle Berührungspunkte liegen in einer Ebene; 
somit liegen sie auf einem Kreise. 

Diese Ebene 9) heifst die Chordale oder die 
(harmonische) Polare des Poles P. 

Ihre Riehtungskosinus sind proportional (p' (x^ — g), also 
ihre Richtungsko ordinalen proportional (x^ — ^, somit steht 
sie auf MP senkrecht (Tgl. S. S. VIII Kieis). 

Aufgabe 1. Die Polare des Centrums. 

Die unendlich ferne Ebene — r^^^O. 

Aufgabe 2. Zieht man durch den Pol eine Ge- 
rade, so werden ihre Kugelpunkte durch den Pol 
und die Polare harmonisch getrennt. 

Wir haben nach 3) K (x^) -|- 2 ^t (a ^' (x^ — g) + . . .) 
-f A^95 (abe) =^ für die Schnittpunkte, und wenn s,, der 
Punkt ist, in dem die Gerade die Polare schneidet, und der 
Abstand beider Punkte ff ist, so ist a^=ff~' (Xy — x^) und 
mittels 9) erhalten wir 

K (xj) — — K (x,) + ;.^^0 
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also wenn l^ und X^ die Wurzeln sind (J.^ -|- l^'j (t = 2 J.j J.^ 
oder {vgl. S. S.VUI S. 20 Aufgabe 19) 

Aufgabe 3. Wenn Pol und Polare ineinander liegen, 

1 sie aur Fläche F^ bezw. f^. 
Aufgabe 4. Alle Beräbrungspunkte sind von P gleich 
weit entfernt und zwar um >^K (x^), 

Aufgabe 5. Den Abstand der Polaren vom Pol durch 
Rechnung zu bestimmen. 

9) giebt K (x,) : V"(F (tp' (x — D):sin^ x = K (sj 
MP«- ■" 



:Vy(x,-g):= ^^ oder (d^ — r^);d. 

Aufgabe 6. Durch Rechnung zu erweisen, dafs die 
Polaren aller von M um d entfernten Pole Tangentialebenen 
an der Kugel um M mit Radius r^ : d sind. 

Aufgabe 7. Wenn der Pol einen Kreis um M mit 
Radius d beschreibt, welche Fläche umhüllen die Polaren? 

Machen wir die Ebene des Kreises zur y-Ebeae, M zum 
Nullpunkt, die Achsen rechtwinklig, so haben wir für die 
Polare und die ihr benachbarte 

xx' + zz' — r^ — 0; x'"^ -\-z'^- = d^; xe4-z»! = 

wenn x" =^ x' -|- e, z" =^z' -\-rj und e und i; so klein, dafs 
x' E -|- z' t; ^ 0, hieraus x' =^ ^ x, -l =Xz und daraus 
x^ -\- z^ -= r' : d^. 

Die Fläche ist also der Cylinder, dessen Leitkreis diese 
Gleichung darstellt und dessen Achse die y-Achse ist. 

Die Polarebene (eines reellen Pols P) ist stets 
reell, gleiehgUttig ob die Tangentialebenen durch P reell 
sind oder nicht, d. h. ob die Gleichungen in Ebenen- 
koordinaten von P und der Kugel verembar sind oder nicht. 
Die Bedingung der Realität giebt Aufgabe 4 sofort, es mufs 
K (x^) positiv, d. h. MP > r, sein. 

Aufgabe 8. Die Bedingung der Realität der Tangential- 
ebene direkt abzuleiten. Wir schreiben 7) in der Form 
g cos c -j- 1; cos /? ^ S cos ?■ — h =^ r 
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und dann giebt die Kombination mit der G-leicliung von P: 
(x^ — I) cos ß -f- (yj — ri) cos (3 + (Zi — D cos y = i:. 

Diyidiert man durch d, so sind (Xj — §):d etc. die 
Richtnngsiioordiiiaten der Gerade MP, und somit r : d der 
Kosinus des Winliels, welchen die auf MP senk- 
rechte Ebene und die Ebene (uvw) miteinander ein- 
schliefsen, ond also mufs d>r sein. 

Aufgabe 9. Die sämtlichen Tangentialebenen durch 
P sehliefsen mit der Aehse MP gleiche Winkel ein. 

Aufgabe 10. Wenn die Polare gegeben ist (u, v, w) 
den Pol P zu bestimmen. Der Vergleich der Gleichung 9) 
mit xu-|-yv-|-i!w — 1=^0 gieht 

— F' hi) r^ 

10) (x,^gj^ ■% -T^n -T^ TV 

also wie 8), nur dafs der Pol an Stelle der Bertlhrungspunkte 
getreten ist. 

Aufgabe 11. Hauptsatz: Bewegt sieh ein Punkt 
auf einer Ebene, so dreht sich seine Polarebene 
am den Pol Jen er Ebene. Dreht sich eineEbene 
um einen festen Punkt, so bewegt sich ihr Pol 
auf der Polarebene jenes festen Punktes. 

Die Gleichung 9) ändert sich nicht, wenn man x und 
Xj vertauscht. 

Aus Aufgabe 11 folgt sofort: liegen die Punkte P^, Pj, 
Pg etc. auf einer Geraden g, so schneiden sieh ihre Polaren 
^11 TCj, ftg etc. auf einer Geraden y; denn, wenn man durch g 
irgend welche Ebenen legt, so müssen deren Pole auf allen 
Polaren von P^ etc. liegen. 

Aufgabe 12. Den Satz: Bilden die Pole eine 
Punktreihe, so bilden die zugehörigen Polaren ein 
Ebenenbüschel und v. v., durch Rechnung zu beweisen. 

Sind P^ und P^ zwei Pole, P^ ein dritter auf ihrer Ver- 
bindungsgeraden, so ist Pg ]-V- — j-^; und sind ^^ und sr^ 
die Polaren, so ist ?k^ | o^ { fp^ (x^ — §) : Nj wo N^ = f (x 
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g 20. Die Taugeutialebene. Die Polarebeue, 
Erweitert man mit (1 — X), so ist: 

l N, — ÄK \ N, — XK 



wo ^ ^= A Nj : Nj . Eotspreclieiid ist der Beweis f Ur die Um- 
kekcong. 

Aufgabe 13. Das Doppel Verhältnis von vier 
Punkten der Punktreihe und das der zugehörigen 
Ebenen des BUsohela sind gleich, /i^ : /.t^ = }^^ : X^, ira- 
besondere : 

Vier harnionisehen Ebenen des Büschels ent- 
sprechen vier harmonische Punkte der Reihe und 
umj;ekehrt. 

Der Büschel und die Reihe sind projektiv be- 
zogen. Die Geraden, welche die Träger des Büschels 
und der Reihe sind, heifsen konjugiert, 

Aufgabe 14. Schneiden sich zwei konjugierte Geraden, 
so liegt ihr Schnittpunkt auf der Kugel. 

[Liegen die Pole P auf g und sehneiden sich ihre 
Polaren in y, und sind Q Punkte auf g, so schneiden sich 
ihre Polaiebenen in /, BOmit geht die Polare von S durch 
g und y, also durch S] 

Zwei sich schneidende konjugierte G-eradeu sind Tau- 
genten an der Kugel im Schnittpunkt. 

Aufgabe 15 Wenn die Gerade g durch zwei ihrer 
Punkte gegeben ist, die Gleichung ihrer konjugierten y in 
Punktkoordinaten aufzustellen. 

Die Gleichungen § la Aufgabe 1 und 7 geben sofort 



Aufgabe 16. Die Linienkoordinaten von y : a . . . A' 
durch die von g : a . . . A . . . auszudrücken. Zur Vereinfachung 
wählen wir das Centrum der Kugel zum Ursprung. 
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Ä = — (U, — Uj) = — (p, ^^^-. 

Aufgabe 17. Die Bedingiing, dafs g aud 7 sich 
schneiden (Formel 5, § 12), giebt sofort: 

10) F[A, B, C)=-r>labc). 

Anfgabe 18. Durch Rechnung zu beweisen, dafs, 
wenn y die Itonjugierte von g, g die konjugierte von / ist. 

Anfgabe 19. Zu zeigen, dafs die Bedingung 10) mit 
der Bedingung, dafs die Gerade g [y) Tangente an die 
Kugel ist, identisch ist. 

Die Formel 3) giebt iß bekannter Weise als Bedingung, 
dafs die beiden Werte des l gleich sind. 

11) K(x„...).q^(abe) = (a^j(x„...) + ...)^ 

Als x„ wählen wir Punkt A aus § 12 Aufgabe 1, also 

AiO; — — ; — und erhalten 
a a 

(p (0, — C, B) (f (a b e) — r^ a- 9) (a b c) =^ (a <p^ x^ . . .)^ 

und hieraus mit leichter Mühe die Formel 10: 

Die Gleiehung der Kugel ist also auch in Linien- 
koordinaten vom zweiten Grade. 

Aufgabe 20. Die Bedingung dafür, dafs zwei kon- 
jugierte Geraden aufemander senkrecht stehen (§ 12 Auf- 
gabe 8), giebt a' ^' (a) -^ . . . =^ 0, oder abgesehen von dem 
konstanten Faktor sin' k 

Aa4-Bb4-Co--Ü, 
also: 

Je zwei für die Kugel konjugierte Geraden stehen 
aufeinander senkreelit. 

Aufgabe 21. Diesen Satz ohne Rechnung zu erweisen. 

[Die Linie vom Centrum nach dem Pol steht auf den 
Polaren senkrecht.] 

Aufgabe 22. Den Satz aus der Bedeutung von (jp^'(a); 
F; (A, B, C) abzuleiten. 

Aufgabe 23. Wenn g durch das Centrum geht, wo 
liegt 7? 



yGoosle 



§ 21. Der lineare Kugelkoinples. 135 

Für jede Gerade durch den NiiUpankt ist A =; 0, 
B = 0, C = 0, also sind a' = 0, b' ^ 0, c' = 0, d. h. die 
Gerade liegt im Unendiichen. 

Aufgabe 24, Die Geraden des Komplexes der 
Tangenten einer Kugel, welche durch den festen Punkt 
P \ Xu gehen, bilden einen geraden Kreiskegel, der zu einer 
Doppelebene ausartet, wenn P auf der Kugel liegt. 

Die Tangenten einer Kugel bilden ein einfaches E 
eines Linien- bezw. Strahlenkomplexes zweiten Grades. 



§ 21. Der lineare Kugelkomplex. 
Der Gleichung der Kugel läfst sich die Form geben 
(vgl. § 19) 

1) K =. q. (X y z) - 2 (X <5P, {§) + y y, {.;) + i^ <3^a (?)) 
+ <;pt^>;0 — r' = 0. 

Das konstante Glied ist nichts anderes als die Potenz p 
der Kugel im Ursprung. 

Wenn x, y, z Über jedes Mafs grofs werden, reduziert 
sich die Form K auf 

1 a) <p (X, y, z) = 0. 

Man kann dies noch deutlicher machen durch Einführung 
einer Hölfsvariabel s^, indem man x^^ajis^; y^Si^■9^■, 
z = Sg : s^ setzt. Dann ist 

K ^ Q\(p{s^ s, Sg) — 2 a, (8, . . .) + s^ p ^ 

und wenn s^ = 0, so werden x, y, z unendlich und K redu- 
ziert sich auf g) (s^ s^ Sg) = 0, welche Gleichung zerfällt in 
8^ ^= und <p (x, y, z) ^:^ 0. In diesem Koordinatensystem 
ist s^ ^ die Gleichung aller unendlich fernen Punkte, 
d. i. der unendlich fernen Ebene. 

Die Gleichung la) hat, wenn x, y, z als beliebig 
variabel betrachtet werden, nur eine reelle Lösung: x^^O; 
y^O, K = 0, und stellt daher als reelle Fläche eine 
Punktkuge! um den Nullpunkt dar. 

Läfst man aber auch imaginäre Liisungen zu, und ordnet 
diesen eine eigene Gattung uneigentlieher Raumpunkte, die 
imaginären, zu, so giebt diese Gleichung eine doppelt 
unendliche Mannigfaltigkeit von Lösungen bezw. imaginärer 



y Google 



136 "VI- Die Kugel. 

Punkte. Ist P \ x eine solche, so ist Xx. ebenfalls eine 
Lösung, d. h. die ganze Gerade liegt auf der Fläche, sie 
stellt daher einen imaginären Kegel — den Kngelkegel 
- — dar, dessen reelle Spitze der Nallpunkt ist. 

Aus der Form la) ist das Centruin der Kugel ver- 
schwunden, alle Kugeln verschmelzen im Unendlichen mit 
dem Kugelkegel und da wir alle unendlich fernen Punkte, 
reelle wie imaginäre, auf der uneBdlich fernen Ebene c ;= 
bezw. Sj =^ annehmen, so können wir sagen: 

Alle Kugeln gehen durch denselben imaginären 
Kreis im unendlichen. 

Aufgabe 1. Der imaginäre Kreis im Unendlichen ist 
eine unveränderliche Kurve. 

Aus der Bedeutung der Funktion fp folgt, dafs sie ihre 
Form bei Koordinatentransformation mit Beibehaltung des 
Nullpunktes nicht ändert, verlegt man den Ursprung nach 
I, 80 geht sie in (fix — g) über, welche Form im Unendlichen 
mit (f (x) identisch ist; die Gleichung der nnendlich fernen 
Ebene konstans ==: bezw. s^ = wird von der Koordinaten- 
transtormation gar nicht berührt. 

Dieser Kreis heifst daher: die absolute Kurve. 
Aufgabe 2. Das Schnittgebilde zweier Kugeln Kj 
und Kg zu betrachten. 

Das Schnittgebilde besteht a) aus dem Kreis f/>(xjz)^=0,. 
s^ =:= 0, b) aus dem Schnittgebilde von Kj bezw, Kj 
und der Ebene K^ — K^ ==0, denn je zwei der Gleichungen 
Ki=0, Kg ^^ 0, K^ — Kg =^ ziehen die dritte identisch 
nach sieh; das letztere Gebilde ist aber (vgl. Aufgabe 3 § 14) 
ein Kreis; der Schnittkreis. 

Aufgabe 3. Wann ist der Schnittkreis reell? 
Formel 5) § 12 ergiebt als Bedingung 
Ti + i'a^M.M, ^|r, — r, |. 
Die Ebene K^ — Kj =0 heilst die Eadical- oder 
Potenz -Ebene der beiden Kugeln, weil sie nach 
Formel 4) der Ort der Punkte ist, welche für die beiden 
Kugeln gleiche Potenz haben, 

Aufgabe 4. Ort der Punkte, deren Potenzen in Bezug 
auf die Kugeln Kj und Kg das konstante Verhälinis k 
haben. 
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K = K.-;.K,=^(xyz)-2(i<p,5 + ...) + -Y5l^ = ». 

also eine Kugel, deren Centrnm auf der Vertindungslmie 
von ^j und ^^ liegt und sie im Verhältnis X teilt, und deren 
Potenz im Nullpunkt (p^ — ^Pa)-(1 — ^) i^*i ^'^ Kugel K 
geht durch den Schnitt von K, und K„ ; die Potenzebene 
von K, K^ und K^ iet die Ebene K^ — K^ = 0. 

Aufgabe 5, Den Winkel zu bestimmen, unter dem 
sieh zwei Kugeln sehneiden. 

Der Winkel zwischen den Taagentiaiebenen in einem 
gemeinsamen Punkte ist gleich dem der Radien nach dem 
Berührungspunkte; er sei (p, dann ist 2r, r^ eosiy=^ri 

■ +r',— m;^!, 

2 r, r^ <ios^ = (p (l^) + (p (l^) — tp (^, — IJ — (p, + Pg) 
und nach Form 2 c 



2 r^ r^ cos <p = 2 (g, (p^ S^ + ij^ <p^ rj^ -\- C^ (p^ C,) — (p^ -|- p^). 

[Za bemerken, dafs (jp; | = dem Koeffizienten von g 
in (p (^ ij ^), <p^ fj gleich dem von ij etc. ist.] 

Aufgabe 6, Eine Kugel zu bestimmen, welche vier 
gegebene Kugeln unter dem Winkel von 60" schneidet. 

Man erhält, vorausgesetzt, dafs nicht alle vier Mittelpunkte 
in einer Ebene liegen, für r eine Gleichung vierten Grades. 

Aufgabe 7. Die Bedingung, dafs die Kugeln 
sieh rechtwinklig sekneiden, aufzustellen. 

Die Gröfsen g, i], C, r bezw. §, ij, £, p bestimmen die Kugel 
vollständig, sie sind daher die Koordinaten der Kugel. 
Denken wir uns in 2) |, ...pj fest, ^^-'^Ps variabel, so 
stellt 2) alle co* Kugeln dar, welche die gegebene 
erste Kugel notmal oder orthogonal durchschneiden, 
sie bilden, da 2) in den Variabein Koordinaten § . . . p 
linear ist, einen linearen Kugelkoraplex. 

Es sei 

3] ^d, + »^d,+cd,+pd, + d,==0 
irgend eine lineare Gleichung zwischen den variabeln Ko- 
ordinaten einer Kugel, dann bildet die Gesamtheit aller 
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VI. 


Die Kugel. 








Kugeln, welche der 
Kugelkomplex ß. 
Setet mau 


Gleichung 3) : 


geniigen, 


den 


linearen 


»'5' = — 2t' 


<f. 'Ji 
P, ' 


2(1, 


-; y.J,' 


= - 


a, 

2d, ' 



SO geht 3) in die Form 2) über, d. h.: 

Der lineare Kugelkomplex ä besitzt atets Eine 
Kugel, welche alle Kugeln von £ normal schneidet. 
Diese Kugel heifst die Hauptkugel (auch Normal-, 
Orthogonal-Kugel) von S. 

Ist d^ =^ 0, so geht die Hauptkugel in eine 
Ebene (Plankug-el) Über. 

Die Gleichung 3), welche den allgemeinen linearen 
Kugelkomplex definiert, ist ) 2} und diese gebt, wenn man 
den Nullpunkt in das Centrum der Hauptkugel legt, Über in: 

4) p = — p, = e^ 

oder : 

Der lineare Kugelkomplex ist die Gesamtheit 
aller Kugeln, welche in Einem Punkt dieselbe 
Potenz haben. 

Diese konstante Potenz c^ ist gleich dem Quadrat des 
Radius q der Haiiptkngel, in ihrem Centrum bat sie die 
Potenz — Q^, sie gehört also im allgemeinen nicht zum 
Komplex. Ihr Gentrnm heifst der Kern des 
Komplexes. 

Aufgabe 8. Wie ist 2 beschaffen, wenn die Haupt- 
kugel zu £ gehört? 

[£ besteht dann aus den co ^ Kugeln, welche durch 
gehen.] 

Aufgabe 9. Wie viel Kugeln von ß hahen in einem 
gegebenen Punkt des Raumes ihr Centram? 

Eine, deren Radius gleich |V'f/>(§);t) — c-j, 
Ist e^ negativ, so wird die Hauptkugel imaginär, der 
Kern liegt dann innerhalb jeder Kugel, im entgegen- 
gesetzten Fall liegt der Kern aufserhalb jeder Kugel. 
Aufgabe 10. Die Punktkugeln des Komplexes zu be- 
stimmen. 
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Die Punktkugeln haben den Radius 0, ihre Centren 
genagen also der Gleichung 

oder: 

Die Punktkugeln des Komplexes bestehen aus 
den Punkten der Hauptkugel. 

Aufgabe 11. Die Plankugdn von -ß zu bestimmen. 

Die Plankugeln sind die Kugeln, deren Radius oo ; wir 
erhalten sie, wenn wir den Koordinaten der Kugel die Form 
geben: 

L. ]L- 11. 2l 
d' d' d' d 

und nach Multiplikation der Gleichung der Kugel in Form 1 
mit d diese Zahl gleich setzen, dann rückt das Centrum 
ins Unendliche und der Radius wird ebenfalls unendlich; 
wir erhalten dann für diese Plankugeln die Gleichungen 
der Ebenen 

-2(xqo, (§') + . O + P'-^O. 
Da p' — d e^ sein soll, so ist p' = und wir haben 

4) s (jPj r + y % 1)' + z -i^a ^ = 

als Gleichung der Plankugeln von S, also eine oo ^ faehe 
Menge. Dax^^O, y^^O, z^^^O, d. h. also jede Gleichung4) 
erfüUt, 90 gilt der Sat/,: 

Alle Plankugeln des Komplexes achneiden sieh 
im Kern. 

Seien K; | §^ . . . p^ und Kg [ g^ . . p^. zwei Kugeln von ä, 
80 bat die Ebene ihres Sehnittkreises die Gleichung 

K,-K,=2x./.,(§,-§0 + -- = 
geht also durch den Kern, was a priori aus der Bedeutung 
der Schnittebene klar, da K^ — K^ = eben nur aussagt, 
dafs K^^^Kg, d.h. daTs der betreffende Ponkt für beide 
Kugeln gleiche Potenz hat. 

Die Ebene K^ — K^^O | xyj, g^ — ^J + . . . = 0, 
auf welcher der Schnittkreis der beiden Kugeln K^ und Kj 
liegt, ist stets reell und existiert als Potenzebene, 
gleichgiltig ob der Schnittkreis reell, auf einen Punkt zu- 
sammenschrumpft, oder imaginär ist, d. h. ob es unendlich 
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viele, einen imd keinen Punkt giebt, in dem beide Kugeln 
die Potenz haben. 

Sind K^ ^ und K^ ^^^ zwei ganz beliebige Kngeln, 
so kann jeder Punkt der Potenzebene K, — K^ = zum 
Kern eines Komplexes gemacht werden, dem beide Kugeln 
angehören. 

Ist Kj — Kg ==: c, so ist das die Gleichung einer Ebene, 
welche der Potenzebene parallel ist, also: 

Verschiebt man die Potenzebene parallel, so 
erleidet die piffeienz der Potenzen für alle Punkte 
die gleiche Änderung. 

Die Potenzebene (vgl. S. S. YIII S. 100) steht auf der 
Centrale (oder Achse) der Kugeln aenkreoht und teilt sie 
so, dafs die Differenz der Quadrate dei Abschnitte gleich der 
DiiFerenz der Quadrate der Kadien ist. <pj {^^ — g^) etc. 
sind den Eichtungskosinus von M, M, proportional. 

Aufgabe 12, Die drei Potenzebenen dreier Kugeln 
sehneiden sieh im allgemeinen in Einer Geraden, der Potenz- 
achse oder Eadikaiaehae 

(K, — Kg) + (Kg — K3) -|- (Kg — KJ verschwindet 
identisch. 

Aufgabe 13. Die vier Potenzaehsen von vier Kugeln 
' h generaliter in Einem Punkt, dem Potenz- 
punkt. 

Aufgabe 14, Wann erleidet der Satz sub Aufgabe 12 
eine Ausnahme? 

Aufgabe 15. Wenn zwei der drei Potenzebenen 
dreier Kngeln zusammenfallen, fallen alle drei zu- 
sammen, und die Kugeln schneiden sich im selben 
Kreis, gehören zu einer Schar und umgekehrt, 

Kg^K,|K,— Kgi Ks— K,=A(K, — Kg); 

K3 { Kj -}- Kg X, 

d, h. also Kg = sobald K, = und K^ = 0. 
Ist umgekehii 

K ,1 K, - ,( K„ so ist K, ^ ^. ~'^ ?^^ ■ 

Die Zabl Ä heifst der Parameter der Schar. Die 
Centren aller Kugeln der Schar liegen auf Einer 
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Geraden ( f » ^ -^ — ^ — -); < 



i anliarmonische Ver- 
hältnis der Centren gilt als das der Kugeln, ist für 
zwei Kugeln Kg und K^ die Zahl J. -j- i' = 0, so bilden 
die vier Kugeln K^ Kg Kg K^ ein harnioniaehee Kugelbüsehel. 

Aufgabe läa. Die Potenzebene zweier konzentrischer 
Kugeln? Die unendlich ferne Ebene; konzentrische Kugeln 
haben nur die absolute Kurve gemein, und es kann an- 
genommen werden, dafs sie sieh in dieser berühren; es bilden 
also alle einer Kugel K konzentrischen Kugeln eine Schar. 

Es seien M, und M^ die Centren zweier Kugeln K^ 
und Kg von ä, Kg und K^ seien zwei andere Kugeln von ß, 
deren Centren Mj und M^ auf M^ Mj Hegen, so ist : 

§g = L=i|i;..K^5K,— iKa, Ks — KjK, — K, also: 

Alle Kugeln dea Komplexes, deren Centren auf 
einer Geraden liegen, sehneiden sich im selben 
Kreis, bilden eine Schar. 

Aufgabe 16. JedePlankngel des Komplexes 
ist die Potenzeibene je zweier seiner Kugeln, 
deren Centrale auf ihr senkrecht steht. 
K,-}L, = x<p,{^,~^,)-\- = 0\%<pJ' + .,. = 

sobald - ^" ~~^'- = *^a ~ 'Ji = ^^ ~ ^' gesetzt wird. 

Es schneiden sieb also die oo ^ vi elf achen 
Kugeln des Komplexes in deroo^fachen Menge 
seiner Plankugeln. 

Aufgabe 17. Alle Potenzachsen, welche zu 
Kugeln von ß gehören, gehen durch den Kern. 

[Jede Potenzebene ist nach Aufgabe 16 Plankugel.] 

Sind Kj, Kg,Kg drei Kugeln, welche nicht zu einer 
Schar gehören, dann ist das System 

K, = 0; Kj = 0; Kg = 
äquivalent dem System: 

K^ =^0; K^— Kj^O; Kg — K^ = 0, 
d. h. 

Drei Kugeln, welche nicht zu Einer Schar 
gehören, sehneiden sich in zwei Punkten. 
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Diese Schnittpunkte können zasiimmenfallen, sie können 
imagiaär werden. 

Drei Kngeln des Komplexes, welche nicht zur 
gelben Schar gehören, schneiden sich in eiuera 
Punktepaar, das mit dem Kern in Einer Geraden 
lie^t. 

Aufgabe 18. Ein Punktepaar, in dem sieh drei 
Komplexkugeln schneiden, wird durch die Haupt- 
kugel harmonisch getrennt. 

Seien A und B die Schnittpunkte, so ist nach Auf- 
gabe 17; OA . B ^= c^ = ß^. Schneidet die Hauptkugel 
OAB in H, und H„ so werden (S. S. VIU § 23) A und B 
durch H^ und H^ harmoniseh getrennt. 

Die Punkte A und B kann man einander zuordnen, 
auf jedem Strahl der von ausgeht, jedem Kernstrahl, 
giebt es zu jedem Punkt A einen entsprechenden B, und 
A ist wieder der entsprechende von B. 

Aufgabe 19. Wenn A gegeben ist, die Koordinaten 
von B zu bestimmen. 

Ist A { 5 . . und B i Xj . . so ist 

x_OA _ OB.OA.x _ j^^ 

T"^"C)B"' ^^" ÖÄ^ ~ 0A= 



Aufgabe 20. Jede Kugel des Komplexes, welche 
dnrch A geht, geht durch E und v. v., 

1) folgt der Satz unmittelbar aus dem Potenzsatz, 

2) durch Rechnung; Es ist nach Voraussetzung rp (x) 
— 2 (x (jpj I -[- , . .) -|- e = also wenn B mit r^ bezeichnet 
wird: 

^,,(x,)-2(x,|-y, |+)+p = 0, 

nun ist rl^^tp (xj, und wenn man mit p dividiert und mit 
ri multiplLziert und die Reihenfolge umkehrt, wird 
f/)(x0-2(x,v,? + ..}+p = 0. 
Aufgabe 21. Der Kern hat für je zweiKugeln 
von ä, deren Centren Mj und M^ auf einem 



y Google 



§ 21. Der lineare Kugelkomplex. 143 

Kernstrahl liegen, die kleinste gemeinsame 

Potenz. 

[Hypotenase ist gröfser als die Kathete.] 

Aufgabe 22. Ist die Hauptkugel reell, so 

sehneiden sich zwei Kompleskugeln, deren 

Centren auf einem Kernstrahl liegen, nicht. 

Iß' > 0). 
Aufgabe 23. Ist die Hauptkugei reell, so 
liegt in ihrem Inneren kein Centrum einer 
Eomplexkugel. 

[d", welches kleines q ist, mUfste ^*-|-r* sein]. 
Die Kugel durch jeden Punkt P im Äufsem erhält man, 
indem man von P an die Hauptkugei die Tangenten zieht. 
Aufgabe 24. Durch den imaginären Schnittkreis zweier 
eich nicht schneidenden Kugeln eine dritte Kugel zu legen. 
Lösung wie in S. S. VIU S. 103 für Kreise. 
Anfgabe 25. Ist die Hauptkugeliraaginär, so sehneiden 
sieh zwei Komplexkngeln, deren Centren auf einem Kern- 
strahl liegen, stets in einem reellen Kreise. 

In diesem Falle giebt es durch jeden Punkt eine 
Kugel des ß, die Komplexkugel, deren Centrum ist, hat 
den Radius q, denn sie bat in die Potenz — g^, diese 
Kugel tritt an Stelle der Hauptkugei, man kann sie Vize- 
kogel nennen. 

Aufgabe 26. Die Vizekugel wird Ton jeder 
Komplexkugel in einem gröfsten Kreise (der Vize- 
kngel) geschnitten; sie hat von allen Komplexkugein den 
kleinsten Radius, 

Aufgab e 27. Wenn p ^ — ?', durch einen beliebigen 
Punkt P die Kompiexkugel zu konstruieren. 

[Man ziehe PO, in den auf 1' senkrechten Radius 
der Vizekugel OQ, so ist PQ der Radius], 

Aufgabe 28. Zu zwei sich nicht schneidenden Kugeln 
die Potenzebene zu konstruieren. 

[Vgl. S. S. VUI § 23, man konstruiere eine Hilfskugel, 
welche beide schneidet, die Potenzebenen sehneiden sich in 
einer Geraden der gesuchten Ebene, welche auf der Centrale 
senkrecht steht. Beweis durch Rechnung?] 
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Anfgab e 29. Gegeben sind vier sieh nicht sehneidende 
Kugeln, deren Centren ein Tetraeder begrenzen, eine Kugel 
zn konstruieren, welche sie alle normal sehneidet. 

Man mache den Schnittpunkt der Potenzaohsen zum 
Kern des Komplexes, dem alle vier Kugeln angehören, die 
Hauptkngel ist die gesuchte. 

Aufgabe 30. Wenn p=:^— -p^, müssen sich je zwei 
Komplexkngeln schneiden. 

[Auf der Kugel giebt es keinen Parallelismus.] 
Aufgabe 31. Gegeben sind vier sieh zu je zweien 
schneidende Kugeln, eine Kugel zu konstruieren, welche von 
allen in einem gröfsten Kreis geschnitten wird. 

Aufgabe 32, Die Potenzebene einer Punktkugel P 
und einer gewöhnlichen Kugel K zu bestimmen, 

Aufgabe 33. Die Potenzebene der Punktkugel P 
in Bezug aaf K ist der Polarebene von P bez. K 
parallel und hat von P den halben Abstand wie die 
Polarebene. 

Beweis entweder ohne Rechnung oder mit Rechnung: 
q>-i (u) — (pj (v) ^ (p^ (u — v), die schon ,oft angewandte 
Gleichung; die Abstände findet man durch Einsetzung der 
Koordinaten von P : ^p . . in die Gleichungen der Ebene. 

Aufgabe 34. Wie gestaltet sich der Komplex £, wenn 
der Kern in einer bestimmten Richtung ins Unendliche rückt? 
In der S3 konstituierenden Gleichung 3) ist dann d^ = 0, 
während die d,, d^, dj, d^ endlich und bestimmt bleiben, die 
Hauptkngel wu:d dann zur Ebene (bezw. zur Ebene und 
der unendlich fernen Ebene) 

^d^ + ijd^+tda + d^^O 
d. h. also, die sämtlichen Centren liegen auf dieser Ebene; 
da jedes Punktpaar von der Hauptkngel harmoniaeh geteilt 
vrird und der eine Schnittpunkt im Unendlichen liegt, so 
wird jedes Punktpaar AB (das von Reye als zu i? gehörig 
bezeichnet wird) von der Hauptkugel in der Mitte ge- 
schnitten, und ebenso steht, weil die Potenzebene durch den 
Kern geht, jeder Kreis, in dem sich zwei Komplexkugeln 
schneiden, auf der Hauptkugel (Ebene) senkrecht, und wird 
von ihr halbiert. Reye bezeichnet daher den Komplex, 
dessen Hauptkugel eine Plankugel ist, als sym- 
metrisch. 
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Aufgabe ä5. Potenzebene einer Kup;el K und einer 
Piaokugel. 

Da die Plankngel anfgefaCit werden niufs als eine Kugel, 
deren eine Hälfte ganz im Unendlichen liegt, so ist die 
Potenz in jedem nieht anf der Ebene liegenden Punkte al8 
nnentllielt anzusehen (negativ], was ans der Form d'' — r^^p 
nicht ohne weiteres folgt, da die Differenz zweier unendlich 
gTofset Strecken bezw. Flehen auch endlich sein könnte; 
für jeden auf der Ebene liegenden Punkt ]st die Potenz, 
weil O.CO, unbestimmt; also ist die Ebene der Plankugel 
selbst die Potenzebene. 

Die Rechnung führt zum selben Resultat; sobald man 
in der Gleichung der Plankugel 

P ^ d 9 (X) - 2 (X <p, I' + . .) + p' = 
das d nicht direkt gleich setzt, sondern zu Null werden läfst. 
EsistK{dy(x) — 2d(xf/),gi) + pi,ri = und K--=0 
geht, wenn d zu Null wird, über in 

X (jp^ ^ -f . . . — p' = 
das ist die Ebene, welche den unendlichen Teil der Plan- 
kngel bildet. 

Aufgabe 36. Die Potenzebenen der Kugeln von fl, 
deren Centren auf einer Ebene liegen. 

Die Ebene sei { a x -(- b y + c z + d = = £. 
. Eine Potenzebene sei z. B, x f/)^ {^^ — gj) -|- ■ ■ ■ = 
= i^2 — ^i)<Pi'^-\----7 dann ist (^^ — §,) a + (t;^ — *,,) 
b-|-{£3 — Ci)e— ü, und der Punkt 8, bestimmt durch: 

qr>,(x) = a; y, (y)=h; (p^(z)=:<i, 
ist allen Potenzebenen gemeinsam. Also: 

DiePoten /.ebenen der betrachteten Art schneiden 
sieh in Einem Kernstrahl. 

Aufgabe 37. Den Satz in Au%ahe 36 umzukehren. 
Die Kugeln der Ebene e bilden innerhalb der oo*faeben 
Menge der Kugehi von U eine oo^ fache Mannigfaltigkeit 
(Kongruenz nach Reye); alle diese Kugeln haben in einem 
Punkt 0' des Kemstrahls die gleiche Potenz q, sie gehören 
also zum Komplex S', der in 0', die Potenz q hat. 

Aufgabe 38. Die Kugeln zu bestimmen, welche 
zwei Komplexen ä und ß', gemeinsam sind. 

Simnn, Analytisolis öeometrä äes Rsnipfi.,. 10 
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Der Kern von Ü sei A { a^, a^, a^; die Poten» der Haupt- 
kugel im Ursprung p,,, der Kern von 2' sei B {b,, b,, b^, 
die Potenz q,,. Wir baben dann nach 2) 

2[S9,,(a,) + ...]-(p + p„)^0; 
2[g9),(b,) + ...]— (p + q,)-0 
und durch Subtraktion 

§ ^1 (ai — bj + . . . — -^ (Po — q„) = 0. 

Dies ist aber die Gleichung einer Ebene. Mao ftberzeugt 
sieh leicht, dafs die Potenzebenen jeden Paares von drei 
Kugeln dieser ebenen Kongruenz durela und 0' gehen. Also: 
Zwei lineare Kugelkomplexe haben eine ebene 
Kongruenz gemein, deren Achse die Verbindungs- 
linie der beiden Kerne ist, während die Ebene auf 
dieser Achse senkrecht steht 

Aufgabe 39. Die Potenzebene einer beliebigen Kugel 
Q und einer Kugel K einer ebenen Kongruenz dreht sich 
um einen festen Punkt, wenn K die Kongruenz durchläuft. 
[Ohne Rechnung und mit Rechnung.] 
Für die Anwendung der Lehre von der Potenz auf das 
ApoUonische Problem im engeren und weiteren Sinne vgl. 
man die betreffenden Abschnitte aus der Lehre vom Kreis 
inS. S.VIIIS. HO bezw. das Werk von Key e-. Synthetische 
Geometrie der Kugeln (Leipz 1879), eh i'it wie kaum ein 
zweites geeignet für die m Baumeister's Handbuch der 
Erziehung und Untenichthlehre vorgeschlagene Behandlung 
in den obersten Klaisen der Mittebichulen bcbonders der 
Ob erre als chnlen . 



§ 22. Die Inversion. 

Der Kugelkomplex. S bestimmt auf jedem Kemstrahl 
vermöge der Relation OÄ.OA'— p = + e^ eine Invo- 
lution (S. S. VUI S. 104). Ist die Hauptkugel reeU, so ist 
die Involution hyperbolisch, ist die Hauptkugel imagimir, 
so ist die Involution elliptisch, und parabolisch, wenn 
p =^ ist, Ist die Hauptkugel eine Plankugel, so liegt der 
eine Hauptpunkt im unendlichen, der andere in der Mitte 
jedes Punktpaars. 



y Google 



g ?;', Die Inversion. 147 

Wir haben also im Raum dieselbe gegenseitig ein- 
dentige Zuordnung von Punkten, die wir in der Ebene (S. 
S. VniS. 104) als Inversion bezeichneten. Ist die Haupt- 
kugel reell, die gemeiueame Potenz im Kern 0, dem Centmm 
der Inversion, positiv oder änfsere Potenz, so heifst die 
Inversion änfsere. Die Hauptkugel, die jetzt Inversator 
heifst, entspricht sieh selbst Punkt für Punkt, d. h. jeder 
Punkt fällt mit seinem entsprechenden zusammen. Ist p 
negativ, die gemeinsame Potenz eine innere, so ist die 
Inversion eine innere, dann wird die Vicekngel zam 
Inversator, auch sie entspricht sich selbst, aber so, dafs 
jeder Punkt seinem inversen diametral gegenüber liegt. 
Jede Kugel von 2 entspricht sieh selbst, wie auch jeder 
Kreis, in dem sich zwei Kugeln von Q schneiden, jeder Kreis 
dee Komplexes, sich selbst entspricht Jeder Fläche :ent- 
sprioht eine Fläche, jeder Linie wieder eine Linie, 
Aufgabe 1. Die inverse Fläche einer Ebene «. 
Die Ebene sei ax-f-by -j-cz-f d — 0; d^O. 
Da x' = -^ und x = ^^ (§ 21 Aufgabe 19), so ist 
die inverse Fläche die Kugel: 
x'pa 
""d~" 
d. h. aber : 

Die inverse Fläche einer Ebene ist eine Kugel 
dorch den Kern. 

Die Koordinaten des Centrums sind <f , (^ = — ^,-5 — 
etc. bezw. y^ (1) ^ a etc., — ~ = d. 

Aufgabe 2. Die inverse Fläche einet Ebene durch 
den Kern? 

Wenn d = 0, so ergiebt sich nach Multiplikation mit 
<l> (x') (d : p) a x' -j~ b y' -|- e z' =^ f ür die inverse Flä«he oder: 

Eine Ebene durch den Kern entspricht sieh selbst. 

Dies Kesnltat ergiebt sieh a priori daraus, dafs jede 
Ebene durch den Kern eine (Plan-) Kugel der Komplexes ist. 

Aufgahe 3. Die Tangentialehene an die der Ebene? 
inverse Kugel im Kern? 



f(,^')+--p+...-=0 
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148 ■^I. Die Ku^el. 

g 6 giebt hier, da — ^'A ( — ?) ß**^- = ^(^tjt') =^r^ 
ist, nach Division mit p l d 

xa-|-yb-|-zc = 0. 

Die Tangeutialebeiie an die der Ebene e iiiverse 
Kugel im Kern ist der Ebene s parallel. 

Aufgabe 4. Die inverse Fläche einer Kugel. 

Sei die Kugel K\ S,. .it, so ist die entsprechende Fläche 

^f ("■)->% 

K { .p (I) - 2 (X' ,,, (1^) + ■ .) + -^-. 

Die inverse Fläche der Kugel K ist wieder eine 

Kofirel K'. Die Koordinaten von K' sind -^ . . . — ; man 

erhält sie, indem man die Koordinaten von M mit 
dem konstanten Faktor p | ?f multipliziert, und die 
Potenz mit p^ : jt*. 

Die Centren eines Paars inveraer Kugeln liegen 
mit dem Kern auf Einer Geraden. 

Aufgabe 5. Der Kern teilt die Centrale MM' 
eines Paares inverser Kugeln im Verhältnis der 
Radien, er ist einer der Ähnlichkeitspunkte der 
beiden Kugeln (vgl. S. S. VIH S. 96}. 

r OM' _ g'_-^'„r^ P. 

ÖW^ ^ y (g'Vn _^V"- _^' _ r'- 
OM^ 9{SV^ ^' "^ ^' 



1 _0 M'_ 1 _ 

1 OM I" 
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ist äufserer Ähulichkeitspunkt, wcnu p und jt gleiches 
Zeichen haben, innerer, vfenn ungleiches. 

Aufgabe 6. Was wird aus K', wenn K durch den 
Kern (Centram) der Inversion geht? 

Dann wird p : jr = oc, das Centrum von K und der 
Badius wird tinendlich, K' wird zur Plaökugel. 
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x' 9i ^ -f- y' 9^1 ^ + z' ^'i ? — i P = 
wie aüs Aufgabe 1 hervorgeht, da die luversion eine wirk- 
liche Verwandtaehaft ist, d, h. eine solche, die auf Gegen- 
seitigkeit beruht, d. h. wenn A' invers zu A. so ist A invers 
zu A'. 

Aufgabe 7. Der Fufspunkt des vom Kern auf 
eine Ebene (Plankugel) gefällten Lotes ist invers 
zum Schnittpunkt dieses Lotes mit der inversen 
Kugel. 

[Es ist die (Tleiehung des Lotes x^^- k^ etc., und aus 

der Gleichung der Anfeabe 6 eraiebt sieli }, als -^-L— - ftir 

den Fufspuakt F' auf der Ebene; also, da F {2| und 

F' \ — Iv-, so kt der Satz bewiesen.! 

Aufgabe 8. Der einem linearen Kugelkomplex W 
«ntapreehende Kukelkomplex W, 

Die den Komplex W konstituierende Gleichung' sei 

«) si„ + ...--|-(.t+p.l = 0. 

Die Koordinaten der K j j' . , . fc inversen Kugel K' erhält man 
durch Multiplikation mit -- bezw. -—, ^.ho geht a) über iu 

ß) ^"bo'i------ -2--('r' + l>o') 

wo In' = Sn -— ete,, p.,' = Pn -^, alsoi 

* " Po Pü- 

Einem linearen Kugelkomplex entspricht invers 
wieder ein linearer Kugelkomplex. Die Haupt- 
kugeln sind invers und die i'otenz der Inversion 
ist mittlere Proportionale zwischen den Potenzen 
der Komplexe. 

Aufgabe 8a. Einem Kugelkomplex n. Grades 
entspricht invers wiederum ein Kugelkomplex 
n. Grades, 

(Während generaliter einer Fläche n. Grades eine Fläche 
2n. Grades entspricht.) 
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Wie man in der Ebene durch awei Paare inverser 
Pnnkte, welche nicht in Einer Geraden liegen, einen Kreis 
legen konnte, der im Kern die Potenz der Inversion hat, so 
kann man im Ranm durch drei Paar inverser Pnnkte, welche 
nicht in Einer Ebene liegen, eine Kugel legen, welche im 
Kern die Potenz der Inversion hat. 

Aufgabe 9. Durch zvfei inverse Kreise die Kugel zu 
legen. 

[Wann wird dieselbe zur Plankugel?] 
Aufgabe 10. Ein Kreiskegel, welcher eine 
Kugel in Einem Kreise seh neidet, schneidet sie 
auch in einem zweiten Kreise, 

Die in S.S. VIII S. 105 etc. gegebenen Sätze bleiben 
bestehen und lassen sich erweitern. Wir sagen, dafs zwei 
Flächen <p nnd P sich im Punkt P berühren, wenn sie in P 
eine gemeinsame Tangentialebene haben. Dieser Ebene e 
entspricht dann invers eine Kemkugel yc, welche die inversen 
Flächen <p' und F' von cp und F in P', dem inversen von 
P, berührt, wie aus der Eindeutigkeit und Gregenseitigkeit 
der inversen Beziehung und ans dem analytischen Ausdruck 
in Aufgabe 1 sofort erhellt, denn versehwindenden Änderungen 
von X entsprechen versehwindende Ändenmgen von x' und 
umgekehrt. Die Tangentialebene von x in P' ist aJso die 
gemeinsame Tangentialebene von (p' und F' in P'. Haben 
zwei Flächen (p und F in P einen gemeinsamen Punkt, und 
sind Ej und e^ die Tangentialebenen von cp und F in P, so 
entsprechen diesen zwei Kemkugeln x^ und x^ durch P', 
deren Tangentialebenen % nnd % in den Ebenen e^ und 
fj nach Aufgabe 3 parallel sind. Die Tangentialebenen an 
die Kugeln k nnd x^ in P sind aber zugleich die Tangential- 
ebenen an die Flächen (p und F wie eben bewiesen. 

Da zwei Kugeln sich wegen der Kongruenz der Drei- 
ecke aus den Radien und der Centrale Überall unter 
demselben Winkel schneiden, so schneiden sich anch die 
Flächen y' und F' nntei- demselben Winkel wie die Flächen 
q} und F. Wir haben somit den wichtigsten Satz der In- 
version bewiesen: 

Zwei inverse Flächen oder Linien schneiden 
sieh in jedem gemeinsamen Pnnkte unter demselben 
Winkel wie ihre inversen Flächen oder Linien in 
inversen Punkten. 
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